Etude des minimiseurs d'une fonctionnelle du type
Ginzburg-Landau

Philippe Gravejat
Mémoire de DEA sous la direction de M.Béthuel

Table des matiéres

Introduction 1
1 Etude des minimiseurs dans le cas du degré zéro. 3
1.1 Minimisation de I'intégrale de Dirichlet sur H}(Q,&). . . . .. ... ... ... .. 3
1.2 Analyse asymptotique des minimiseurs de I’énergie de Ginzburg-Landau. . . . . . 5
2 Etude des minimiseurs dans le cas du degré non nul. 12
2.1 Estimations d’énergie pour les fonctions & valeurs dans €. . . . . . . .. ... .. 12
2.2 Estimations d’énergie pour les minimiseurs de I’énergie de Ginzburg-Landau. . . 15
2.3 Analyse asymptotique des minimiseurs de I’énergie de Ginzburg-Landau. . . . . . 25
Conclusion 35
Références 36
Introduction

Dans leur article [BBH2| et leur ouvrage [BBH3], F.Béthuel, H.Brézis et F.Hélein ont lon-
guement étudié la minimisation de I’énergie de Ginzburg-Landau : si {2 est un ouvert borné,
régulier, et simplement connexe de C, et si £ est un nombre réel strictement positif, cette énergie
est la fonctionnelle définie sur H!(Q2, C) par

1 1
1 [9) E — / 2 T 1— 2 2‘
VU EH ( a(c)v E(U) 2 Q‘VU| +4€2 Q( ‘U| )

F.Béthuel, H.Brézis et F.Hélein ont considéré le probleme de minimisation de cette énergie sur
les espaces de la forme

Hy(Q,C) = {v € H'(Q,C)/v =g sur 090}

oil g est une fonction de classe C' de 9 dans le cercle unité S' de C. Ils ont ainsi démontré
Iexistence des minimiseurs u. de cette énergie puis étudié leur comportement lorsque le pa-
rametre € tend vers 0. Ils se sont alors rendu compte que le comportement de ces minimiseurs
dépendait fortement du degré d de la fonction g. Dans le cas ou ce degré est nul, les minimiseurs
ue de I'énergie de Ginzburg-Landau convergent vers I’application harmonique wu, de Q dans S!
qui vaut g sur 9Q. Cette convergence a lieu dans I’espace de Sobolev H! (€2, C), dans les espaces
de Holder C1(€,C) pour tout « strictement inférieur & 1 : on a méme les estimations plus
précises suivantes pour tout compact K de €2, et pour tout e suffisamment petit :

VEk € N, [Jue — uiller(k,c) < Cr i€’



Dans le cas ou le degré d est non nul, le comportement des minimiseurs u. est radicalement
différent : les minimiseurs u. convergent toujours vers une fonction harmonique u, a valeurs
dans S! mais cette application n’est pas définie sur 2. On constate en effet I'apparition de |d|
vortex ap,...,ajq au voisinage desquels I'application u, a des singularités d’énergie infinie. Ce
comportement provient du fait que I’espace ’H;(Q, S1) est vide lorsque le degré de g est non nul :
on ne peut donc espérer que la suite des minimiseurs converge vers une application de cet espace
comme dans le cas du degré nul. On peut par ailleurs préciser la convergence des minimiseurs
vers u, et le comportement de cette fonction. Ainsi, si K est un compact de €2, la convergence
a lieu dans les espaces C*(K ) pour tout entier k, mais, on n’a plus les estimations précédentes.
Quant a la fonction u., elle est caractérisée par le fait qu’elle minimise une certaine fonctionnelle
dite énergie renormalisée : u. a ainsi des degrés tous égaux a 1 ou -1 autour des points ay, ..., a)g|
selon que d est positif ou négatif (Pour plus de détails sur 1’énergie renormalisée, le lecteur
pourra se rapporter au livre de F.Béthuel, H.Brézis et F.Hélein [BBH3]).

Dans ce mémoire de D.E.A., on étudie un probleme semblable a celui étudié par F.Béthuel,
H.Brézis et F.Hélein. On se donne une ellipse notée £ d’équation )a(—; + 3;—22 = 1 qui est destinée
A suppléer le cercle S! : on note

w121 w222

V(w,z) € CPwgr = — 4 —=
( ) £ a2 b2
le produit scalaire associé a cette ellipse et,

A %

VZE(C,|Z’5: ?—Fﬁ
la norme associée a cette ellipse. On s’intéresse au probleme de minimisation de la fonctionnelle,
toujours appelée énergie de Ginzburg-Landau, qui est donnée pour tout € strictement positif,
par

1 1
Vo e H(O,C). B0) = 5 [ Vol + o5 [ (1= ol)?

sur ’ensemble H;(Q, C) ot1 g est désormais une fonction de classe C! de 92 dans l'ellipse £. On
cherche en fait & savoir dans quelle mesure les résultats obtenus pour le cercle S se transposent
a une ellipse quelconque. On démontre ainsi de maniere analogue 'existence de minimiseurs u,
de cette énergie et que leur comportement asymptotique lorsque € tend vers 0 dépend fortement
du degré d de la fonction g. Ainsi, si ce degré est nul, les minimiseurs u. de ’énergie de Ginzburg-
Landau convergent vers ’application harmonique u, de {2 dans £ qui est égale a g sur 0. Il est
peut-étre utile d’expliciter cette notion. On sait ce qu’est une application harmonique & valeurs
dans le cercle St : c’est une application de € dans S dont la phase est harmonique sur et qui
obéit ainsi a 1’équation
—Au, = |Vu,|2u,.

Dans le cas de lellipse, une application harmonique est définie de manieére analogue. On se donne
d’abord une paramétrisation adéquate de l’ellipse £ : on considere ainsi la fonction abscisse
curviligne de D’ellipse :

t
Vt € R, (t) = / \/@2 sin?(0) + b2 cos?(0)do

0
puis, on choisit une paramétrisation canonique de l’ellipse donnée par
Vs € R, ®(s) = (acos(yp™1(s)), bsin(xp~1(s)).

On désignera ainsi par le terme de coordonnées elliptiques d’un point z de C les réels p = |z|¢
et s tels que

z = pd(s).



p sera appelé le module elliptique de z et, s la phase elliptique de z. Une application harmonique
us & valeurs dans lellipse £ sera une application dont la phase elliptique est harmonique ce
qui est cohérent avec le cas du cercle : on verra par la suite qu’une telle application vérifie une
équation semblable & celle du cas du cercle. Apres ces quelques définitions, on peut s’interroger
sur la maniére dont les minimiseurs us de ’énergie de Ginzburg-Landau convergent vers u, : cette
convergence a lieu dans les espaces H! (€2, C), et C1*(£2, C) pour tout « strictement inférieur & 1.
Malheureusement, les estimations que ’on avait dans le cas du cercle ne se démontrent plus aussi
simplement et leur validité n’est toujours pas démontrée. Dans le cas ou le degré de g est non
nul, le comportement des minimiseurs u. est similaire a celui du cas du cercle : les minimiseurs
us convergent vers une fonction harmonique u, a valeurs dans £ qui n’est pas définie sur (2.
On constate aussi 'apparition de |d| vortex ay, ..., ajq au voisinage desquels I'application u, a
des singularités d’énergie infinie. Par ailleurs, la convergence des minimiseurs u. a lieu dans les
espaces H;. .(Q\ {a1, ..., aq}, C) et, Cllof(ﬁ\ {ai,...,aq},C) pour tout « strictement inférieur a 1 :
malheureusement, comme dans le cas du degré nul, on ne sait pas démontrer si la convergence
a lieu dans les espaces C’l]’gc(Q \ {a1,...,aq},C) pour tout entier k. Quant a la fonction wu,, elle a
une allure similaire a celle du cas du cercle puisqu’on montre qu’elle a des degrés tous égaux a
1 ou -1 autour des points a, ..., ajq selon que d est positif ou négatif.

Ainsi, dans ce mémoire, nous allons d’abord étudier la minimisation de cette nouvelle énergie
de Ginzburg-Landau dans le cas ou la donnée sur le bord a un degré nul, puis, dans le cas ou elle
a un degré non nul avant de donner en guise de conclusion des explications sur les différences

entre le cas du cercle et le cas de l'ellipse, et certaines conjectures qu’il reste a démontrer.

1 Etude des minimiseurs dans le cas du degré zéro.

On suppose dans toute cette partie que le degré d est nul. Dans le premier paragraphe, on
étudie 'existence d’applications harmoniques de €2 dans lellipse £ qui sont égales a g sur 02 :
on constatera que cette étude revient & minimiser l'intégrale de Dirichlet donnée par

Vv € HY(Q,C), IntDir(v) = / |Vol|?
Q

sur ’espace H;(Q, £). Dans le second paragraphe, on étudie le comportement asymptotique des
minimiseurs de I'énergie de Ginzburg-Landau de maniére analogue a ce qui est fait dans 'article
de F.Béthuel, H.Brézis et F.Hélein [BBH2].

1.1 Minimisation de l’intégrale de Dirichlet sur H;(Q,é’).
On commence par énoncer quelques lemmes de relevement :
Lemme 1.1. II existe une fonction so dans C1(0Q, R) telle que
g9 = ®(s0).

Démonstration. Soit Y(x,y) € C,T(z,y) = (£,%). Comme T(g) appartient a C'(9Q,S?), il

a’>b

existe une fonction ¢y dans C(9€, R) telle que
T(g) = e
En posant alors sg = W o ¢, so est une fonction de C' (9, R) telle que

g = ®(s0).



Lemme 1.2. Soit u une fonction de H;(Q,é’). Il existe une fonction s dans H, (Q,R) telle que
u=®(s).

Démonstration. Soit u une fonction de H;(Q, €). Comme T'(u) appartient a H%F(g) (9, Sh), d’apres
le théoreme de Béthuel-Zheng, il existe une fonction ¢ dans HéO(Q, R) telle que

T(u) = €.
En notant alors s = ¥ o ¢, s est une fonction de H;O(Q, R) telle que
u= ®(s).
O

Grace a ces lemmes, on montre l'existence et 'unicité d’un minimiseur de l'intégrale de
Dirichlet sur H;(Q, &) ou, ce qui revient au méme d’une application harmonique u, de Q dans
& égale a g sur 0f).

Théoréme 1.1. [l existe une unique fonction uy, dans H;(Q,E) qui minimise 'intégrale de

Dirichlet sur Hj(,E)
Yo € H;(Q,f;),/ |Vu,|? < / Vo2
Q Q
De plus, si s« est la solution des équations As, = 0 sur Q et s, = sg sur 982, alors
U = B(sy4).

Démonstration. Soit v une fonction de H}](Q,E). On sait qu’il existe une fonction s dans
H3, (Q,R) telle que
v =®(s).

[vek = [ ostiacs)
Q Q

Comme & est construite de maniere & ce que |®’| = 1, on est conduit a

/]Vv[2:/ Va2,
Q Q

On constate alors qu'il existe une unique fonction u, = ®(s,) telle que

On en déduit que

W e H;(Q,g),/ Vuf? < / Vo2
Q Q
ol s, est la solution du probleme de Dirichlet :

As, =0 sur Q
$x = 8o sur OfQ.

On énonce enfin I'équation des applications harmoniques a valeurs dans £.



Corollaire 1.1. Soit L l'opérateur différentiel défini par
Vo € D'(Q,C), L(v) = (a*Avy, b*Avy).
us est une fonction réguliere sur Q) qui vérifie l’équation
—L(us) = |us A Vu*|2u*.

Démonstration. Comme s, est harmonique sur €2, et u, = ®(s4), uy est réguliere sur . De plus,

on a "(54)
' iy = D' (54)0; 84
Vi e {1,2}: { D2 = D (5,)(0j54)? + ' (5) 0% 5.

%ok T
ce qui conduit a
L) = (a20"(s,)1, B0 (5.)2) V. .

Mais, on sait que (®(s.), ®’(s«)) est une base de C : on peut donc noter
(a2®" (5.)1, 02D (54)2) = AD(s,) + pd’(s,).
En prenant le produit scalaire associé a 'ellipse par ®(s,) et ®’(s.), on obtient

{ A@(5:)[7 + pP(5x).P'(51) = P(54). 9" (54)
AP (54).6P'(54) + p|® (56)]2 = P (54).9"(54).

Par ailleurs, on sait que |®|¢ =1 ,et |[®'| = 1. On arrive ainsi &
{ A= P(s,).9"(s4)
w=0.
De plus, par construction, on a
VEER: ®(t) =T (™ W),

En dérivant deux fois cette expression et en prenant le produit scalaire de ®(s.) et de ®”(s.),
on aboutit a
a’b?
)\ = — - _ @ /\ @/ 2
(a?sin(yp=1(s4))? + b2cos(¢Pp=1(s4))?)? (®(s4) (+))

et par conséquent, a
—L(uy) = (P(55) AP (5)2| Vs Pt = |ty A V| s

O]

1.2 Analyse asymptotique des minimiseurs de 1’énergie de Ginzburg-Landau.

On commence par montrer ’existence des minimiseurs de I’énergie de Ginzburg-Landau sur

Pespace Hy (€2, C).

Lemme 1.3. Pour tout € € R’ , E. a au moins un minimiseur u. dans 'H;(Q,(C).



Démonstration. Soient € € R%, et a = Inf (E:).
Hg(2,C)

Si on considére une suite (vp)nen qui vérifie E.(v,) — «, on constate que cette suite est
n—-+00

bornée dans H;(Q, C). Comme cet ensemble est faiblement fermé, quitte a extraire, grace aux
injections de Sobolev, il existe une fonction u. dans H;(Q, C) telle que

n

vn  — ue dans L2(Q,C).

n—-+4oo

{ U, j ue dans H' (2, C)

Grace A la semi-continuité inférieure faible de la norme de H'(2, C), on a

E.(u:) < liminf(F.(v,)) < a.

n—+oo
uc est donc bien un minimiseur de E. sur H(Q,C). O

Dans toute la suite de cette partie, on va fixer une suite de minimiseurs u. de E, sur H;(Q, C)
pour tout € € R% et on va déterminer le comportement de ces minimiseurs lorsque ¢ tend vers
0.

Propriété 1.1. u. est une fonction réguliére sur ) solution des équations

—L(ue) = 5(1— lus|2) sur Q
Us = g sur OSL.

Démonstration. Comme u,. est un point critique de E., et que cette fonctionnelle est de classe
C! sur H'(Q,C), on aboutit en la dérivant aux équations

—L(u:) = %(1 — \ug\g) sur Q
Uue = g sur 0S).

Par ailleurs, si on note w, =1 — |u€|(2€, cette fonction vérifie les équations

2 u21 u22 _ 2
—Aw: + (-4 i Jwe = 2|Vuelg > 0 sur
we = 0 sur 0

donc d’apres le principe du maximum,
we > 0

c’est-a-dire,
lue|le < 1.

On conclut alors grace aux estimations elliptiques standards et a une méthode de bootstrap que
ue est une fonction réguliere sur 2. O

Théoréme 1.2. (uc)-cr: converge vers u, dans HY(Q,C) et dans CH*(Q, C) pour tout o stric-
tement inférieur a 1, lorsque € tend vers 0.

Démonstration. La démonstration est analogue a celle de I'article de F.Béthuel, H.Brézis et
F.Hélein [BBH2]. Elle se décompose en les étapes suivantes :

Etape 1. (ug)geRi converge vers u, dans H'(Q, C) lorsque € tend vers 0, et vérifie



Soit € un réel strictement positif. Comme E. (ue) < F.(uy) < & [ [Vu|?, (uc)eerr. est bornée
dans H;(Q, C), donc, quitte a extraire, il existe une fonction v dans H;(Q, C) telle que

{ ue v dans Hy($2, C)

Us — U PP.
e—0

De plus, on constate que

/w? §252/ |V 2.
Q Q

En faisant tendre ¢ vers 0, grace a la convergence presque partout et au théoreme de Lebesgue,
on aboutit a
[y =o
Q

ce qui prouve que v appartient & H;(Q, £). Par ailleurs, on a

/|Vu6|2§/ V2
Q Q
/ Vof? < / V|
Q 9]

ce qui implique que v est égale a u,. On remarque alors que

/ Vue]? — / V.
Q e—0 Jq

Ue 7 Us dans H'(2,C).

E—

donc, de méme,

ce qui montre que :

Comme [, |Vuc|? + # Jow? < [o|Vusl?, on aboutit aussi a

Etape 2. Il existe une constante C ne dépendant que de g et de ) telle que pour € suffisamment

petit
C
Vel o) < =

Considérons la solution U des équations suivantes :

AU =0 sur Q
U = g sur 05

Comme AU? > 0 sur Q et |U]* < max{-, b%} sur €2, |U| est bornée par max{Z,+} sur Q :
en utilisant le lemme de Gagliardo-Nirenberg prouvé dans l'article de F.Béthuel, H.Brézis et
F.Hélein [BBH2], il existe une constante C ne dépendant que de 2 telle que

|

1 1
||V (ue — U)HLOO(Q) < Cllue — U||Zoo(g)||A(us - U)HZOO(Q) =
On aboutit alors au résultat recherché en remarquant que U ne dépend pas de €.

Etape 3. Soit Ve € RY , p. = |ucle. (Ps)aERi converge uniformément vers 1 sur € lorsque € tend
vers 0.



Par I’absurde, il existe un réel strictement positif §, une suite (€, )nen qui tend vers zéro et
une suite (x,)nen de points de Q tels que

Vn € Nt ue, (zp)]e <1—06.

Grace a I'étape précédente, on sait que

den C o

V€ Bo(zn, %) tue, (2) = ue, (20)]e < a|x — Tp| < B
ce qui conduit a
0en )

Vr € By(zy, %) [te, (z)|e < 1— 7

On conclut notamment que
den
B — Q.
o(xna 20)

En intégrant sur cet ensemble la fonction w?, on constate que

c P — > — (1 — —_ =
vn € N 2 wz Iz (1-Q1 2) )

ce qui est impossible au vu de la premiere étape lorsque n tend vers +oo.

Etape 4. Il existe une constante C telle que pour tout € strictement positif

/ |0, u|? < C.
o

Considérons un champ de vecteurs régulier V défini sur € et coincidant avec la normale extérieure
v sur J€).Pour tout ¢ strictement positif, on obtient grace a la formule de Stokes,

/Aua.(V.Vug):/ IQVUE\Q—/V%.V(VVU&).
Q o0 Q

Comme

1 2 2
/Vug.V(V.Vug) = 22/(Vlallaiu5|2+V262|8iu5|2)+2/(Bivlf)lug.c’)iug +8iV282u8.8iu5)
Q i=1 79 =178

et comme (uc)cers est bornée dans H1(£2,C), on obtient & nouveau grace & la formule de Stokes,

2 2
_ 1 2 BN 2
/QVUEV(VVUE) = 5 Zzl /Q(BlV1|azU5| + 62‘/2|81U5‘ ) + 2 Zzl /89 ‘61U5| + 590(1)

ce qui conduit a
1
/VUE.V(V.VUE) = / Vu: >+ O (1)
Q 2 Joa e—0

puis, a

1
/ Aue.(V.Vu,) :/ |0, u|? — / |Vue|* + O (1).
Q o9 2 Jaq e—0

Par ailleurs, on a grace a I’équation vérifiée par u. et a la formule de Stokes,

1 1 ,
/QA’LLE.(VVUE) = EQ/Q(V-VU&)-SUEUJE = 4(€2/ngdw(V) = 0 (1).

On conclut alors qu’il existe une constante C telle que

Ve € R}, ,/ |0, uc|? < C.
oN



Etape 5. (uc)ecr: est bornée dans H2(Q,C).
Soit Ve € R%, A. = £|Vu|%. On obtient

2 2
1
= |d2ug|2 + Z}@iug.A(@-us) = |dzus|2 + 2 Z}(Z(ug.g@ius)Q — ws\@-usg).

Par équivalence des normes sur C, il existe une constante C telle que

A
AA. > |dPu.]? — CZ Opue2 120
=1 | E|
Comme |Au,| < v/2|d?u.|, on aboutit &
d*u A?
—AA, + |dPu.]? < CA€|’ ’6‘ f|d2 5|2+C‘ ‘
€
et finalement a 'inéquation
Lo 2 AZ
—AA; + - |d*u|* < C
2 |ue[?

Soit alors 0 € RY.
Comme (us)geRi est bornée dans H!(£2,C), il existe un réel strictement positif R tel que

V(z,€) € Q x R:,/ |Vue|? < 6.
Bo(xz,R)NQ
Soit alors = € €.
Soit d = d(z,0) et, r = Min{%, R}.
Soit & une fonction réguliere & support dans B,(x,7) et identiquement égale a 1 sur B,(z, 5).
D’apres I'inéquation précédente, on a

§2 2
Ve e RY, = /§2|d2 |2 <c/ /§2AA5
Q

€|2

or, pour ¢ suffisamment petit, on sait que

1

/g |d2u.|? <4C/§2A2 /AgQA

et comme (ug)cery est bornée dans HY(Q,C),

/§2|d2u5|2 < C/ | Vu|* + C.
Q Q

On obtient donc

On utilise alors I'injection de Sobolev de W!(Q) dans £2(2) pour obtenir que

/ E|Vue|* < C(/ (EIVuelld*ue| + [VE||Vue * + €[ Vue|*))* < C(/ €| Vue||d*u|)* + C
Q Q Q

et comme £ est a support dans B,(z, R) N2, on a finalement grace a 'inégalité de Cauchy-
Schwartz,

/521vu514 < 05/52\d2u52+6’
Q Q

9



donc si ¢ est suffisamment petit, on a
/ 2| d*u.)? < C.
Q

(ue)ecry est ainsi bornée dans HZ, (9, C). 1l suffit donc de montrer que cette suite est bornée
dans H?(V,C) ot V est un voisinage de 9.

Soit alors = € 0f).

Pour simplifier, on va supposer que 0€) est plat au voisinage de z, c’est-a-dire qu’il existe un
réel strictement positif d tel que

Bo(z,d) N Q=R x RL NBy(z,d).

La démonstration dans le cas général est analogue a celle qui va suivre grace a I’'usage de cartes et
est aussi analogue & celle qui se trouve dans l'article de F.Béthuel, H.Brézis et F.Hélein [BBH2].
Soit r = Min{d, R}.

Soit £ une fonction réguliere a support dans B,(z,7) et identiquement égale a 1 sur By(z, 5).
Grace a l'inéquation vérifiée par A., on a

* 1 21 12 2 €2A?: 2
Ve e R, = [ &dPu? < C 1 [ ena,
2 Ja o |uel Q

ce qui conduit grace a la formule de Stokes, pour € suffisamment petit, a

/52ld2u5|2 §C/§2|Vu€|4+/A£2AE+/ (0a€2A, — 205 A,).
Q Q Q {z2=0}

En utilisant ’étape 4 et la démonstration ci-dessus, on sait qu’il existe une constante C telle que
pour tout e suffisamment petit,

/ |d*u)? < C +/ 20 A..
Q {JJQZO}

On calcule alors que

2
E 2 2 2
82145 — 8iu5.3i2u5 — 81“5.812U5 - 62u5.811u5.

=1

Ainsi, d’apres la formule d’intégration par parties,

/ @@Afi/ 3@@%%vdhwﬁwﬁ>ﬁ/ Dyue. (20,9 + D1E€0ng)
{332:0} {:EQZO} {mgi()}

et d’apres I'étape 4, il existe une constante C telle que

/ 20,4, < C
{z2=0}

/ 2|dPu.)? < C.
Q

On conclut ainsi que (ug)ecry est bornée dans H2(,C).

ce qui conduit a

Etape 6. Il existe une constante C' telle que pour £ suffisament petit

we < Ce?

10



Soit p € [2,4+00[. On sait que w, vérifie I’équation suivante :

2

{ —Aw, + %(u“ 4

o D

= (4 2w, = 2|Vu5|(2S sur
we = 0 sur 0.

o
N

En multipliant par w? _l,et en utilisant la formule de Stokes, on arrive a

2 “21 ng / 2 p—1
— £ 4 EE P <2 Vue|swP™ .
62 Q( a4 + b4 ) £ — Q| €|5 €

Pour e suffisamment petit, il existe ainsi une constante C telle que

2 2, p—1
/wg < Ce / |Vue|gwl ™.
Q Q

En utilisant 'inégalité de Holder, on a
lwcllesior < C2I Vel ange

et grace a l'étape précédente et aux injections de Sobolev,

lwellzro,r) < C(p)e>.

En utilisant ’équation vérifiée par u., on a

[[Auc|co0,c) < C(p)

puis, grace aux estimations elliptiques standards, on obtient

|uellw2r,c) < C(p).

Par ailleurs, on sait que W14(Q) s’injecte dans £>(f) : il existe donc une constante C ne
dépendant pas de p telle que
[[Vue|goo () < C.

En utilisant I'inégalité
lwelleria.ry < Ce||Ve|[Fan

on est conduit a
Vp € [2,+0o0], ||ws||LP(Q,R) < Ce?

et, comme C est indépendante de p, a
|lwel| zoe(,r) < CE>.
Etape 7. (ug)sem+ converge vers u, dans CH*(Q2,C) pour tout o strictement inférieur a 1.
En effet, d’apres ’étape précédente, on sait qu’il existe une constante C telle que
Vp €1, +ool, [[Auc|| zr(q) < C.

D’apres les estimations elliptiques standards, (uc)-cr; est ainsi bornée dans W2P(Q,C) : comme
W2P(Q, C) s’injecte de maniére compacte dans C1¥(, C), on sait que, quitte & extraire, (ua)seRjr
converge dans C1*(£), C). Comme la limite de cette suite est nécessairement wu,, on a en fait

Ue — Uy dans Cl’o‘(Q,(C).

E—
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2 Etude des minimiseurs dans le cas du degré non nul.

On suppose dans cette partie que d > 0 : dans le cas ou d < 0, il suffit de remplacer g
par g pour se ramener a 1’étude qui va suivre. Dans un premier paragraphe, on étudie 1’énergie
des fonctions définies sur €2 privé de n trous, c’est-a-dire de n ouverts bornés, réguliers et
simplement connexes, & valeurs dans £. Dans ce but, on utilise la méme méthode que dans le
livre de F.Béthuel, H.Brézis et F.Hélein [BBH3|, et on constate que tous les résultats obtenus
dans ce livre sont toujours valables ce qui s’explique assez simplement : du point de vue de la
géométrie différentielle, le cercle S! et I'ellipse £ sont deux objets identiques. Il est donc normal
que les fonctions a valeurs dans I'un ou dans 'autre aient des comportements similaires. On
constate ainsi que les estimations d’énergie des fonctions & valeurs dans S* et de celles & valeurs
dans & sont identiques. Dans un second paragraphe, on étudie I’énergie des minimiseurs u. de
I’énergie de Ginzburg-Landau : on borne cette énergie en dehors d’un nombre fini de boules
de 2 ce qui permet dans un dernier paragraphe, de montrer la convergence des minimiseurs u,
de la méme maniere que dans le livre de F.Béthuel, H.Brézis et F.Hélein [BBH3]|. Les résultats
obtenus sont d’ailleurs assez similaires.

2.1 Estimations d’énergie pour les fonctions a valeurs dans £.

Dans ce paragraphe, on se donne des ouverts réguliers, simplement connexes de ) notés
(wi)ig[1,n) dont les adhérences sont incluses dans € et sont deux a deux disjointes : on notera
=0\ U w;. On se donne aussi des entiers relatifs notés (d;)ic[i,n) qui vérifient d = Zd

=1 =1
L objectif de ce paragraphe est d’étudier la minimisation de I'intégrale de Dirichlet sur I’ensemble

={v e HY Y, E)/d°(v,00) = d et Vi € [1,n],d°(v,0w;) = d;}. Cette étude nous permettra
de donner une bonne estimation de ’énergie d’un minimiseur de la fonctionnelle de Ginzburg-
Landau sur H;(Q, C). On énonce d’abord le lemme suivant qui va nous permettre de calculer la
valeur du minimum de 'intégrale de Dirichlet sur H.

Lemme 2.1. Soit V = {¢ € HY(Y,R)/¢ = 0 sur 0Q et Vi € [1,n],¢ = Cs'® sur ow;}. Il
existe une unique fonction ¥ dans V harmonique sur Q' telle que

Vi € [1,n], oV = Led;.
Ow;
Démonstration. Considérons la forme bilinéaire symétrique continue sur V' définie par
V(u,v) € V% alu,v) = / Vu.Vou
Q
et la forme linéaire continue sur V' définie par

Yo e V(v :—cgzdvmw

Grace a une inégalité semblable a celle de Poincaré, a est coercive sur l'espace de Hilbert V' ce
qui conduit au lemme ci-dessus grace au théoreme de Lax-Milgram. O

On calcule alors la valeur suivante du minimum de I'intégrale de Dirichlet sur H.

Théoréme 2.1. Soit E =1Inf [, |Vv|?
veEH

E= / V|2,
Q

12



Démonstration. Au cours de cette démonstration, on aura besoin de la notation suivante :

b2 a?z3
_ i 2
VzeC,|zlg = 2 + 72
Considérons un élément v de H. Comme |v|g =1 sur €2, on a :
O1vAOv =0

ce qui conduit a
81(|v|g/v VAN 821)) — (92(|’U|g/’u AN 81’0) =0.

Soit alors D = (—'vlf's# + 017, —M}% + 02V). On constate que

div(D) = 0 sur &
Vi€ [Ln], f,, D= [y, (0,0 — LIty = Lo(d; — dj) = 0

donc, d’apres le lemme de Poincaré, il existe une fonction H dans H! (€2, R) telle que
D = (0oH,—01H)

c’est-a-dire

ab
|v|grvADav — _0H — 0,0

{ |v|grvAd1v — _O\H — 8,0
ab

On calcule alors

(V20103 + v301V} + vi0hv3 + V0T

‘ |v|grv A O1v ‘2 n | [v|grv A Dpv |2 _ ‘U’%/
ab ab a?b?
— 21)17)2(811)2817)1 + 827)2821}1)).

Comme |v|g =1, on a
v10v1 | v20ivg

Vie {1,2}, =5 + 5= =0
et,
v|grv A O1v v|grv A Oov v V2
e N0 a [ler 020 (14 8 420003 1 3ned + vimed + 3}

2

b a?
+ E(Ufﬁlv% + v20007) + 672(

V3005 4 v30103)).
En utilisant le fait que |[v|g = 1, on aboutit &

|v|erv A Dov
ab

| |v|erv A Orv
ab

1> + | 2 =010 + 0102 + o2 + Bpv?

1)2 1)2
+ (b2 — CLQ)(CT}L((%U% + 82’0%) — b—i(@w% + 6211%))

et, finalement, a
| |v|grv A Orv 24 |v|grv A Ogv

2 _ 2
ab ab #=[Vol™

On arrive ainsi a
|Vo|? = [VH|? + V|2 + 2(01 H W — 0, HO ).

13



Grace a la formule de Stokes, on a
/(81H82\Il — HOWY) = / div(HOVU,—HO V) = HO; v =0
Q Q oY

et, en fin de compte,

/|Vv|2:/ |VH|2+/ yv\m?z/w\m?.
Q Q Q Q

Pour conclure la démonstration, il suffit alors d’exhiber un élément v de H pour lequel H = 0.
Dans cet esprit, posons F' = (—0,¥,0,¥) : on constate que

O F) = 01 Fy
Vi € [1,n], fawi Fr= fawi O,V = Led;
fBQ Fr=0

donc, par intégration sur les chemins, il existe localement une fonction réguliere s telle que
F = (018,02s). En notant alors u = ¥(s), u est une fonction réguliere sur Q' telle que

u A Orululer

abLle

Vze[[ln]]d(uawz)—ﬁl &,\II—/
E Jow; Ow

et,

(u, 00) Zdou(‘)wz =

u appartient donc a ‘H et vérifie

/ Vuf? = / Vsf? = / VP
Qf Q Q
E:/ V|2,
Q

Dans la suite de ce paragraphe, on va s’intéresser a un cas particulier de la situation
précédente. On va ainsi se donner n points zy,..., T, de € et un réel strictement positif p :
les ouverts (w;)ie[1,,] seront les boules ouvertes de centre (x;);c[1,,] et de rayon p. On supposera
qu’ils vérifient les mémes hypotheses que précedemment et qu’il existe de plus un réel strictement
positif u tel que

On en déduit aisément que

O

, d(ws, 000) > 2Max{p, p}
Vi € [[1,71]]7 { Vj e [[1’71]]7 |-Tz — ,xj‘ > 8p si i # j.

On obtient alors l'estimation suivante de maniere identique a celle du livre de F.Béthuel,

H.Brézis, F.Hélein [BBH3].

Lemme 2.2. Soient P = {i € [1,n]/d; >0}, D={6 € N"/> é; =d et Vi € [1,n],d; < d;}, et
i€P

€ = 5 P (n (2 4 nn(2))

/|v\1/|2 ﬁng(Zé?)ln(’Z)—C.

ieP
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On en déduit ainsi I'estimation d’énergie suivante :
Théoreme 2.2. [l existe une constante C' telle que

ac%  pu
> 7‘9 )
E > o ln(p) C

Démonstration. Si d € D, alors,
Vi € [1,n],02 > 6

d 5=

JjEP

et par suite,

On obtient alors aisément )

E > / vopP > Lt _e
Q 2r - p
O

2.2 Estimations d’énergie pour les minimiseurs de 1’énergie de Ginzburg-
Landau.

On s’intéresse maintenant aux minimiseurs de I’énergie de Ginzburg-Landau : dans ce para-
graphe, on montre que leur énergie est bornée sauf sur un nombre restreint de boules incluses
dans ) ce qui permet d’étudier leur comportement asymptotique pour € proche de 0 dans le
paragraphe suivant. On commence par montrer 1’existence et la régularité de ces minimiseurs.

Lemme 2.3. Pour tout € € R’ , E. a au moins un minimiseur u. dans H}](Q,(C).
Démonstration. La démonstration est identique a celle du lemme 1.3. ]

Propriété 2.1. u. est une fonction réguliére sur 0 solution des équations suivantes :

—L(ue) = 55(1 - lue|2) sur Q
us = g sur OSL.

Démonstration. La démonstration est identique a celle de la propriété 1.1 : notamment, si on
note pour tout ¢ strictement positif, p. = |uc|e et we =1 — pg, on remarque que we vérifie les
équations

g2\ a4 b4

—Aw, + %(ugl ug?)wg = 2|Vue|% sur Q
we = 0 sur 02

et que
pe < 1 sur €.

O]

Dans toute la suite de cette partie, on va supposer que §2 est étoilé : on montre d’abord que
I’énergie d’interaction d’un minimiseur u. est bornée indépendamment de €.

Propriété 2.2. Il existe une constante C' telle que

1
VeE]R*,/ 8Vua|2+2/w§§0.
[9) € Ja
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Démonstration. Soit € € R* .
Quitte a translater, on peut supposer que €2 est étoilé par rapport a 0 : on va utiliser 'identité
de Pohozaev, c’est-a-dire multiplier I’équation vérifiée par u. par la fonction z.Vu,.. On obtient

_ /Q L(ue).g (. V) = /Q 1 (V).

En développant le second membre de cette équation, on a grace a la formule de Stokes,

ugw6 7;0;w? B 9
/Q g2 elz-Vue) = Z/ 42 252 ws.

Pour le premier membre, on a

—/ L(ue).e(z.Vue) = / Aug.(x.Vue)
9
et finalement, grace a la formule de Stokes,
1
—/ L(ug).e(x.Vus) = —/ ((x.u)\&,u€|2 + (x.7)0rus.Opu. — 5((w.u)|Vu€|2) — / |Vu5|2.

Q o0 Q

On obtient donc
1
/ O] + 2/ w? g/ (2.)|0sg 2 — (2.7)0rg. Do < C+C’(/ 10, uc]2)3.
a0 e Ja o0 o0

Comme {2 est étoilé, on sait qu’il existe un réel strictement positif « tel que

Vo € 09, z.v(x) > .

1
/ |0, uc|* + 2/ w? < C.
o e Ja

On calcule alors une borne supérieure de ’énergie d’un minimiseur de I’énergie de Ginzburg-
Landau.

On conclut donc que

O]

Propriété 2.3. Il existe une constante C' telle que, pour € suffisamment petit,

£2
E.(us) < Z&d|In(e)| + C.
4

Démonstration. Dans cette démonstration, on utilise les coordoonnées elliptiques sur C. On
construit une fonction harmonique sur C* notée H, qui ne dépend que de s. Dans ce but,

notons :
Y(p,s) € RYL x R, ¢(p, s) = p®(s).

On calcule
 (acos(pY(s)) —apyi(s) sin(y1(s))
Velp.s) = (bsinw—l(s)) by (s) cos(y(s)) )

et

cos(p"(s))  sin(y—!(s)) )

-1 _ a b
VC(Py 3) - <_ sin(p"1(s))  cos(xp™1(s))
app=1(s)’  bpp~i(s)
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En notant V(p,s) € Ry x R, H(p,s) = f(s), on en déduit facilement que

sin?(y1(s)) ms( 1(s))

P AL TR

sin(¢yp~1 cos 5))(b? — a?

L pSin(¥ (U)L;b2 2(¢ ((S)))( )
(

_sin® (7 (s)) | cos® (¥ 1(s))
b2

AH(p,s) =(-5

f'(s)
) ¢_1(8)//
p*(=1(s)')

Comme on souhaite que AH(p,s) = 0, en notant Vs € R* , g(s) = o? 6052(1#71(@Z)_)fr(zj,m%ﬁl(s)),

5.f'(s).

on obtient
Vs € RL, (f(s)g(s)) = 0
donc, il existe une constante C telle que
Cyp~(s)
a2 cos2(=1(s)) + b2 sin®(~1(s))’

On normalise alors f de manieére a ce que f(Lg) — f(0) = Lg, ce qui conduit &

Vs e R, f'(s) =

C = Le

f271' do :
0 a2cos2(0)+b2sin2(0)

Soit alors Vt € R%, J(t) = tf
calcule

ﬁ. Grace a différents changements de variables, on
t2cos2(0)+sin2(0)

2 df oo dy
teRL,J(t) =4t = 4t — =2
vt e Ry, ) /0 t2c0s2(0) + sin?(0) /0 2 + u? i

able  abLe
J(§)  2m

et, par suite,
C =

On notera désormais
V(s,p) € R x R, go(p®(s)) = ®(H(p, s)).
On se donne d points distincts aq, ..., aq de € et, on note

V(a,r7) € Cx R ,BE(a,r) = {2z € C/|z —ale <r}.

On se donne un réel strictement positif R tel que les disques elliptiques (BE(ai,7))ief1,q) ont
des adhérences deux a deux distinctes et incluses dans 2. On note enfin

d
=Q\ U(BSf(ai,R)).

Apres avoir entrepris ces constructions, on étudie le minimum de ’énergie de Ginzburg-Landau
sur l'espace ’H;O (BE,(0,7),C) pour tout réel r strictement positif. Posons ainsi

V(e,r) € (RL)? I(e,r) = Min(E:)
M1, (BE(0,r),.C)

Par changements de variables, on a

V(er) € (R (er) = IC,1) = I(1,5)
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donc, en notant V¢t € R*%,I(t) = I(t,1), on peut déterminer une estimation de I(t) pour ¢
suffisamment petit. En effet, si 0 < ¢1 < t9, alors, on montre que

T(t1) < I(ta) + € (2
. 2 47 i

).

Pour obtenir cette inégalité, il suffit de considérer un minimiseur ug de Ey sur H} (BE(0, %), C):
on note alors uy, la fonction de H, (BE,(0, %), C) égale a ug sur BE,(0, %) et a go sur BE,(0, %)\
BE,(0, %) On a alors

I(th) < Ex(un) < I(t2) + =

2 / 1 1 |v90’2'
BE, (O’H)\B&)(O’E

On calcule enfin en coordonnées elliptiques

/ Vo ‘2_/31 /’35 C24p=1 () dsdp _ CLey
b0 nse0) ey abp(e o) + RP(s) | ab ks

ce qui mene a

L%t
/ Vgol* = £ ().
BEo(0,2)\BEo(0, = 2

On en déduit immédiatemment 1'inégalité recherchée qui permet d’obtenir que, pour ¢ suffi-
samment petit,

L2 T L2
< ZE€p(=) < it .
I(e,r) <I(1)+ e ln(g) <C+ 47T]ln(5)|

On pose alors

g(z) si z € 00

ro .
Vr €0, g'(x) = { gi(x) = go(p,0) si x =a; + pP(0) € IBE,(ai,r)

Comme d°(g’,0Q') = 0 et ¢’ appartient & C*(9§Y, ), on sait qu’il existe une fonction v dans
CHY, &) égale & ¢’ sur OY. Si on choisit des minimiseurs (u;);e1 g de Ez sur H (BEy(as,r),C)
et, si on note
B v(z) siz eV
Vo € Q u(z) = { ui(x) si v € BEf(a;,r)

alors, u appartient a ’H; (Q,C) et vérifie

donc, pour ¢ suffisamment petit,

dc2
Ee(ue) < Eo(u) < C+ 5[ In(e)]

O]

On essaye désormais de localiser ’énergie des minimiseurs pour pouvoir étudier leur conver-
gence lorsque ¢ tend vers 0. On commence par le corollaire suivant :
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Corollaire 2.1. I existe deux réels strictement positifs X et u tels que, pour tout xg dans §2, et
pour tout I strictement positif,

1
Vo € By(zo, 1), |ue(z)|e > 3

des que de <1 <1 et fQﬂBo(zo 20) wg < M52.

Démonstration. De méme qu’a I'étape 2 du théoreme 1.2, d’apres l'inégalité de Gagliardo-
Nirenberg, il existe une constante C' telle que

o[ Q

VEERJNHVUEHEW <C|’U6Hgoo HAUEH,Coo(Q) §

Grace a la régularité de (2, on en déduit que
9 C
\V/(Jl‘,y) €N 7|u8(lﬂ)_u5(y)|5§ z‘x_y‘

Soit alors zp € Q. Supposons qu'il existe z1 € QN By(xo, 1) tel que

(o

1
lue(z1)|e < 9
On obtient

1
Va € QN By(o,0),1 — lus(@)le > 5 - al

donc, si A = 4C, alors
Vo € QN By(zo, 1), we(z) >

O»b\*—‘

ce qui implique notamment que B,(xo,!) est incluse dans €. On en déduit aussi que

/ o _ T2 _ mA%?
wg Z oA 2
Bo(20,) 16 16

1
- w? > 2p
QNB, (wo,Ql)

donc, si p = alors

32’

ce qui entraine le résultat recherché. O

Dans I'esprit du corollaire précédent, on se donne pour ¢ suffisamment petit fixé une famille
finie de points (z5);cq1,7.] de 2 telle que les disques ouverts de centres x5 et de rayon Ae recouvrent

Q et les disques ouverts de centres x; et de rayon & soient deux a deux disjoints. On dira que

B, (x5, Ae) est un bon disque si
/ w? < pe?.
Bo(5,22e)NQ

Sinon, B, (2%, Ae) sera un mauvais disque : le nombre de mauvais disques sera noté J; et on suppo-
9 79 15
s ) L - .
sera quitte a renuméroter, que les mauvais disques sont (B, (x5, A¢))ic[1,.]- On verra par la suite
que I’énergie d’un minimiseur est confinée autour des mauvais disques lorsque ¢ est suffisamment
petit ce qui nous permettra d’étudier la convergence des minimiseurs en dehors de ces disques.
On commence par montrer que le nombre de mauvais disques est borné indépendamment de ¢.

Lemme 2.4. [l existe un entier N tel que, pour € suffisamment petit,

Je < N.
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Démonstration. On sait qu’il existe une constante C' telle que

I
VSGRLZ/ wggC/wg.
i—1 ¥ Bo(5,22e)NQ Q

D’apres la propriété 2.2, il existe une constante C' telle que, pour € suffisamment petit,

1E
E / w? < Ce?
i—1 o (2€,22e)NN

2

ce qui conduit a
pJ.e? < Ce?

et, a ’existence d’un entier N tel que
J. < N.

Quitte a diminuer J. et augmenter A, on supposera de plus que
V(i,j) € [1, Je]?, |5 — 25| > 8)e si i # j.

En effet, s'il existe deux entiers i et j dans [1,.J.]? tels que |25 — 25| < 8)e, alors, quitte a
renuméroter, on peut supposer que j = J.. On note alors X = 9\ et J. = J. — 1. On vérifie que

Je Ji
U Bo(a5, Ae) € | Bo(a5, Ne).
=1 =1

On est ainsi ramené & démontrer 'inégalité précédente pour X et J. : on conclut par une
récurrence finie sur J.. On remarque que A peut dépendre de € mais appartient & I’ensemble
{X,9),...,9Y A} : lorsqu’on extraira des sous-suites, on pourra toujours supposer que A est
constant et indépendant de e et que 'inégalité précédente est vérifiée. On consideére dans toute
la suite de ce paragraphe une suite (£, )nen qui tend vers 0. Quitte a extraire, on peut supposer
que
vneN,J, =J=Cse
et
Vie[1,J], 25" — 1 €.
n—-—+00

Comme les [; ne sont pas a priori distincts, on note aq,..., aps les M points distincts ainsi obtenus,
et
Vj € [[1,M]],Aj = {Z € Hl,J]]/li = aj}.

On a les inégalités

Jo n w? > pe?
Vn € N}v e 1,J , NBo(x;™,2Aen) = En n
" e/l { V) € [1,J], [ — 25| = 8Xe, si i # j.

On observe aussi la propriété suivante :

Propriété 2.4. Pour n suffisamment grand, on a

J
Vo € Q\ | Bo(5", Aen), Jue, (2)]e >
1=1

N =
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J
Démonstration. Soit x € Q\ |J Bo(z;™, Aey,). 1l existe un bon disque B, (25", Aey,) tel que
i=1

z € Bo(x$™, Aey)
donc, d’apres le corollaire 2.1,

1
e (@le > 5.

O]

Pour des raisons techniques, on est alors amené & agrandir  en un ouvert ' borné, régulier,
simplement connexe tel que

Qc.

On se donne une application g’ dans C*(Q\ Q, &) telle que ¢’ est égale & g sur 92, Par la suite,
on étendra systématiquement toute application de H;(Q, C) par ¢’ sur &\ Q. On se donne alors
un réel strictement positif 7 strictement inférieur & la distance de 9Q & 9Q' et a la moitié de la
distance minimale entre deux points a; distincts. On montre enfin le lemme suivant :

Lemme 2.5. I existe un entier N(n) et une constante C' tels que, pour tout entier n > N(n),
les degrés d de u., sur les cercles de centres x;" et de rayon ey, et les degrés kK de ue, surles
cercles de centres aj et de rayon 3 sont définis et vérifient

vie[L,J],la < C
Vi€ 1, M],k} = > d}
i€EA;
Démonstration. 11 existe un entier N(n) tel que, pour tout entier n > N(n),

J

M
En . ﬂ
,~:U1 Bo (5", Aey) C L:J1 Bo(aj. 5)

or, d’apres la propriété précédente,

1
Va € S(aj, ), Jue, (@) = 3

2

donc, k7' est défini, et, de méme, d* est défini. De plus, on a

g — 1 / Ug, N Orug,
’ 2m S(xi™ Aen) |u€n|2

donc, d’apres les propriétés précédentes, et le fait qu’il existe une constante C telle que

C
Ve, || goo@) < -

n

on obtient

|di| < C |0rue, | < C.
S(x™ Aen)

On a par ailleurs évidemment

Vi€ [1, M), k) =Y dyp.
iGAj
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Dans la suite, on supposera, quitte a extraire une fois de plus, que les degrés (d;);c[i,s] et
(k) je[1,m] sont indépendants de la variable n. On utilisera de plus la notation suivante :

Vj € [1, M],¥n € [N(z), +ool, Vi € [g,n],szy(u) o(ago )\ Bola, Aen).

1€EA;

Propriété 2.5. Il existe une constante C telle que
. 2 E‘% n
vj € [1, M],Vn € [N(n), +o0l, Ve, |” = 5=k In(5—) - C.
?(77) 2w 2€n

Démonstration. On note ici

Ue,, (33)
Pe, ()

)

Vn € [N(n), +ool,Vx € QF (1), ve, (z) =

et on se donne un réel u dans 'intervalle [g, n] que l'on déterminera par la suite. On commence

par constater que
[owulz [ v
Q% (n) Q7 (w)

Ensuite, comme v, est une fonction de ’Hl(Q?(u),E) de degré k; sur S(aj,p) et de degré d;
sur les cercles S(z5™, Aey,) inclus dans Q”( ), on sait d’apres le théoreme 2.2 qu'il existe une
constante C telle que

L2 7 L2 n
2 ZE . 2N _ 0> ZE. 1y_0.

n

Par ailleurs,
Ug,, = Pe, Ve,

ce qui conduit a
’vu5n|2 ’U5n| |Vp5n|2 + p6n|vv5n|2 + vpan V|U€n‘2

De plus, on a

Comme |Vue, |2 = p2 |Vue, |2 + |V, |2 et pe, > L sur Q7 (u), il existe une constante C' telle
que

’vv5n|2 S C’vuenP

ce qui entraine
[ walve, P e[ Ve, P < Cllu, o)V, B
Q7 (1) Q7 (1)
et, d’apres la propriété 2.2,
2 2
| wel Vo, P < Cenll Ve e
(k)
D’apres cette méme propriété, on obtient
C

C
[[Aue, || 22(0) < ;2||wsn’|z:2(9) < =
n n
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ce qui conduit a
C
e, |l12@) < —-
En

Grace au lemme de Gagliardo-Nirenberg , il existe une constante C' ne dépendant que de €2 telle
que

C
Ve, By < Cllte, eyl en ey < —

n

donc,

/ wan\van\Q <C
Q7 ()

et, finalement,
/ P2 (V. |2 > igw\ln(i )~ C.
Q;L(“) en " - 27 J 2677,

On a alors grace au théoreme de Stokes

1 1 1
2/ vanv|v€n|2 = _2/ vwen‘v|vsn|2 = 2/ wEnA|vEn‘2_/ wfnal/|v5n|2'
Q7 (1) Q7 (1) Q7 (1) 007 (1)

On calcule alors
Alve,|* = 2| Vo, [ + 20., . Av.,,

ce qui permet d’affirmer

1
/ we, Alve, | 2/ We, Ve, - Avg,, .
2 Jar(u )

On montre ensuite que
2 2 1 1
Ave, = —-|Vpe,[Pue, — Ve, Ve, + —Aue, — —-Ape, ue,.
pan En Pen, En
D’apres les estimations précédentes, on en déduit

C
1A, (|22 () < C(||Vuen|!f;4(g)+||Ausn\|.c?(9)+||Apsn\|.c?(ny(y))) < ;+C||Aﬂen||a2(9;(u))-

On remarque enfin que p., vérifie I’ équation

2 2
2 Pen Venl Ve, 2

_Apan + p5n|vvan‘g = 2 ( 4 + 4
€2 a b

JWe,,

ce qui permet grace aux estimations précédentes d’aboutir a

1A Pe, 22 (@n () < <
1A, |22 () < g

et, en définitive, a

N |

/(f@Awﬁz—mm%mmmm@mmmmz—a
n

1
J

Par ailleurs, on a

/ wanal/|van|2 :/ wanau|van|2 - Z/ wEnal/|v5n|2'
Q7 (1) S(aj,um) S(@;™ Aen)

’iEAj
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Comme la fonction we, est bornée par 1, et |[Vue, ||z ) < 6%, on obtient

we, Oy |ve, |?| < C / Vaue, | <C.
|Z/S(mmn) T D NN

i€A; i€A; i Aen)

En outre, on a d’apres les estimations précédentes, et notamment, la propriété 2.3,
n 1
L weduve, Pldn < Cllwe, 2oy Vs ez < Conllnenl,
g S(ajnu‘)
donc, il existe un réel x dans l'intervalle [2, 7] qui vérifie
|/ we, v, 2| < Cen| Inenl?.
S(ajnu‘)

En choisissant g de la sorte, on aboutit finalement a

1

5 [ VAVl z -0
Q7 ()

ce qui conduit directement a l'inégalité recherchée
£2
[ 19w = 52 - c.
Q;L(n) 2 25n

O]

On déduit de cette propriété le corollaire suivant qui nous permettra ensuite de déterminer
la valeur des (k;);je1, a7

Lemme 2.6.
Vj € [[l,M]],kj > 0.

Démonstration. Grace a la propriété 2.3, on a pour n suffisamment grand,

2 Lg
/Q|vugn| < SEdln(jea) + C.

Comme
/ M £2 M n
Vo P23 [ VP 58S () - c.
Q Jz::l ar(n) 27TJZ::1 €n
on a
M
: <
D lkl+, O (M=d+ O (1)
j=1
et,

Enfin, on a bien stir

ce qui mene a
Vje[1,M],k; > 0.
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On prouve enfin le théoreme suivant :
Théoreme 2.3. Il existe une constante C telle que, pour n suffisamment petit,

L2
Vi € [N (), +oo, / Ve, [ < SEdl ()] + O

g
"\ 7 Bo(az,m)
j=1

Démonstration. Soit n € [N(n),+oc[. Il existe une constante strictement positive C' telle que

M
2 2 2
. Ve, |2 < / Ve, |2~ / Ve, |2+ C
/ A% By(agm) 0 ; o (n)

j=1

donc , d’apres les propriétés 2.3, et 2.6,

L2
/ - yvugny2<_ 5d1n (en) Zk In( +C
"\ Bo(aj.m)
j=1
M
et, comme ) k; = d, on obtient
j=1

L2 n
Vue, |? < Z£d|In(2)| + C.
L8, [Tl < S

j=1
O

On déduit de ce théoreme que (uc, )nen est bornée dans Hj, (' \ {a1,...,an}, C) ce qui va
nous permettre d’étudier le comportement asymptotique de cette suite lorsque n tend vers 4oo.

2.3 Analyse asymptotique des minimiseurs de I’énergie de Ginzburg-Landau.

On commence par I’étude d’un probléme de minimisation de ’énergie de Ginzburg-Landau
dans le cas du degré 0. On consideére ainsi un ouvert 2 régulier, bornée et simplement connexe
de C et une suite de fonctions (gg)geRi de classe C! de 9Q dans C qui vérifient les propriétés

suivantes :
Ve € RE, |ge|le < 1 sur 02

Ve € R*, d°(g., Q) = 0
(ge)eery, est bornée dans H' (9, C)
(%2 Joa(1 = ‘g€|§')2)56R1 est bornée

39 € C%(02,C)/ge — g dans C°(99,C).
e—

On considere aussi une suite (u.) c€R?% de minimiseurs de I’énergie de Ginzburg-Landau F. sur
H;E(Q, C) : l'existence de cette suite est assurée par un lemme analogue au lemme 1.3. Grace
aux hypotheses précédentes, on constate que g est continue sur 9f2 & valeurs dans £ et que son
degré sur 0f) est nul. En utilisant un lemme analogue au lemme 1.1, on construit une fonction
so continue de 0f2 dans R telle que

g = @(80).

On note alors s, la fonction harmonique sur ) égale & sg sur 052 et,
ur = P(s4).

Avec ces notations, on démontre le théoréme suivant :
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Théoréme 2.4. (uc)-cry converge vers u. lorsque € tend vers 0 dans HY(Q,C) et, dans tous

les espaces Cp2%(, C) pour a dans [0, 1].

loc

Démonstration. La démonstration de ce résultat est semblable & celle du théoreme 1.2 ou, a
celle de l'article de F.Béthuel, H.Brézis et F.Hélein [BBH2]. Elle se décompose en les étapes
suivantes :

Etape 1. (uc)ccrs converge vers u, dans HY(Q, C) lorsque € tend vers 0 et

Comme les fonctions g. ont un degré 0 sur 92 et convergent vers g lorsque ¢ tend vers 0, il est
possible de construire une suite de fonctions (sg,)-cr+ de classe C 1 de 99 dans R qui convergent
vers sg lorsque € tend vers 0 et, qui vérifient

Ve € Riags = |gele®(sz)-

Considérons alors les solutions (n:):cr; et, (0:):cry des équations suivantes :

—2An. + 1. =1 sur
Ne = |gele sur 00
Ao, =0 sur Q
Oc = Sg, sur 0S2.

De méme que dans l'article de F.Béthuel, H.Brézis et F.Hélein [BBH2|, on prouve qu’il existe
une constante C' qui vérifie

Jo |Vn:|? < Ce
5% fQ(l - 773)2 < Ce.

De plus, on a d’apres le principe du maximum,

VEER*,{

Vee Ry ,n. <1

donc, comme 7.®(0,) appartient & H;E(Q, C), on est conduit a

1 1 1
Bu(ue) < Bne(02) < 5 [ (VouPa? + VP0G + 5902). 9100 + 5 [ (172
D’apres les inégalités précédentes, il existe une constante C' telle que
1
Bdue) < 5 [ V0P + Ce + OVE|Vadllesoy
Q

Comme (SEO)EGRi est bornée dans H!(99, R) et converge vers so dans C°(99Q, R), grace a l'injec-
tion compacte de H! (9, R) dans Hz (0Q,R), (seq)ecry converge vers so dans Hz (02, R). Ainsi,
comme A(oe — s,) = 0 sur Q et, 0. = s, sur 02, (O'E)EeRj_ converge vers s, dans H'(0Q,R).
D’apreés I'inéquation précédente, on en déduit que (ug)eeRi est bornée dans H!(Q2,C), donc,
quitte & extraire, il existe une fonction v dans ’H;(Q, C) telle que

ue — v dans H(Q,C)

E—

Us =0 dans L*(Q, C)

E—

Us — UV DP.
e—0
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Comme ) .
3 [IVult < [ (9o + Co b OVEIITol o)
Q Q

2
/|Vv|2§/\Vs*|2§/\Vu*2.
Q Q Q

Par ailleurs, d’apres la propriété 2.2,

/ (1 Juel?)? < C<2
Q

|-tz =0

ce qui prouve que v appartient & H;(Q, E). D’apres le théoreme 1.1, on sait que u, est 'unique
minimiseur de l'intégrale de Dirichlet sur H;(Q,S) ce qui prouve que v est égale a u,. On

remarque alors que
/\Vug\Q — /\VU*P
9] =0 Jo

ce qui prouve que (Ua)seRi converge vers u, dans H!(2,C) lorsque € tend vers 0. Comme

on a a la limite

donc, a la limite,

1
Bo(u) < 5 [ V0. + Ce + CVE|IVoL
Q
on constate que

g2 0

1
Ja-lupr o
Q e
Etape 2. Soit Ve € R, pe = [ucle. (pc)ecry converge uniformément vers 1 sur €2

D’apres le lemme de Gagliardo-Nirenberg démontré dans 'article de F.Béthuel, H.Brézis et
F.Hélein [BBH2], pour tout compact K inclus dans €2, il existe une constante C' telle que pour
tout € suffisamment petit,

C
| V|| goo () < =

En suivant la démonstration de ’étape 3 du théoréme 1.2, on en déduit que

pe =2, 1 dans L7(K).
E—>

Ainsi, par 'absurde, si (pé—)EER: ne converge pas uniformément vers 1 sur 2, il existe un réel
strictement positif §, un point a de 0f2, une suite de réels strictement positifs (&, )nen qui tend
vers 0 et, une suite de points (a,)nen de  qui tend vers a, tels que

Vn € N, |ug, (an)le <1-24.

On note alors pour tout entier n, d,, la distance de a,, & 92 et on considere une suite de réels
(rn)nen qui vérifient

dn,
VnEN,0<rn§?.

On verra comment déterminer (r,),en par la suite. D’apres le lemme de Gagliardo-Nirenberg
démontré dans l'article de F.Béthuel, H.Brézis et F.Hélein [BBH2], il existe une constante C'

telle que
1

1
Ve € Q.Vn € N, [Vue, (@) < Cl5 + grFay)

€n
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Ainsi, on a pour tout élément x de B,(ay, ry),

1 1
2
Ve, @) < Cl + )
ce qui conduit a
1 1
’ufn(x”fl < |U5n(an)|€ + CTn(e— + d7)
et
1 1
1 — Jue, (z)|le 26— Crn(; + a)'
Si on choisit alors comme suite (7,)pen, la suite
. 0en Ody dyp
Vn € N,r, = /\/lm{@7 Tk ?}

alors,

ce qui induit que

et qui permet de conclure que
c’est-a-dire que,

On va maintenant utiliser un argument de blow-up pour conclure. On note ainsi
Vn e N, Q, ={y € C/dyy+ a, € Q}.

Quitte & composer par une rotation, on supposera que la suite (€2,),en “converge” vers o, =
| — 1, 00[xR. Considérons alors les fonctions (vy,)nen définies par

Vn e N,Vy € Qnyvn(y) = Uan(dny + an)‘

Ces fonctions vérifient les équations

d2
—L(vy,) = 6—;‘11”(1 — \vn@) sur €

n
et, la propriété

el [ [VuPs< [ |[ve e
Qn Q

Si K est un compact de 2, on sait donc que, quitte a extraire, il existe une fonction vg
dans H!(K,C) telle que (v, )nen converge faiblement vers vy dans H!(K,C) : grace au procédé
diagonal de Cantor, on constate qu’a une extraction pres, il existe une fonction v dans H*' (s, C)
telle que (v, )nen converge faiblement vers v dans H'(Q, C). Par ailleurs, d’aprés le principe

du maximum, on a
Vn €N, |v,|e <1 sur Q,

ce qui entraine
d2
Vn € N, [Av,le < C— sur Q,
€

n
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puis,
Av, — 0dans L35.(Qeo,C)
n—-+00
et, enfin,
Av =0 sur Q.
Comme Vn € N, —L(v, —v) = g—évn(l — |vp|2) sur Q, on sait que pour tout p dans |1, +oo], et
pour tout compact K de Qq,

A(v, —v) — 0dans LP(K,C)

n—-400
ce qui implique que
v, — vdans W*P(K,C)

n—-+0o

et, grace aux injections de Sobolev, que

v, — wvdansC'(K,C).

n——+00
Supposons alors que 0 appartienne & K. On sait que
Vn € N, v, (0) = ug,, (an)
ce qui conduit a
[v(0)|le <1-—04.

De plus, (ge, )nen converge vers g dans C°(9Q, C) ce qui implique que (vy,)nen converge vers g(a)
sur 9s. Comme (vy,)pen converge faiblement vers v dans H' (4, C) et que

Vn € N,/ Vo> < C,
Qn

on obtient que

/ Vo2 < ©

et, d’aprés le théoreme de Liouville, que v est constante, égale & g(a) sur 2o, ce qui est contra-
dictoire avec le fait que
[0(0)[e <1—4.

On aboutit ainsi & ce que (pc)cer+ converge uniformément vers 1 sur €.

Etape 3. Il existe une constante C' telle que, pour € suffisamment petit,

/ Oyu? < C.
15)9)

La démonstration est analogue a celle de I’étape 4 du théoreme 1.2. Considérons ainsi un
champ de vecteurs régulier V défini sur ) et coincidant avec la normale extérieure v sur 0f2.
Pour tout ¢ strictement positif, on obtient grace a la formule de Stokes,

/Aue.(V.Vug):/ layug\Q—/Vug.V(V.VuE).
Q o0 Q

Comme

2 2
1
/VUEV(VVug) = 5 E /(Vlallaiu€|2+V262]8iu5|2)+ E /(@Vlalug.aiug +6Z-V282u6.6iu5)
Q Q — Jo

i=1
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et comme (uc)ccry est bornée dans H(Q, C), on obtient & nouveau grace a la formule de Stokes,

/we (V-Vu) =—Z/ (OLVa|Bsue]? + 2ValOsus ) 2/ Ol + O (1),

ce qui conduit a

1
L/v%vwwmgz/yv%2+0(m
Q 2 Jaa e—0

1
/ Aue.(V.Vu,) :/ |0, uc|? — / |Vue|* + O (1).
Q o9 2 Jaq e—0

Par ailleurs, on a grace a I’équation vérifiée par u. et a la formule de Stokes,

1 1 2 . 1 2
/QAUE.(V.VuE) = 82/9(V.Vu5).gu€w5 = 462/Qwsdw(V) - 452/89 w: = 0 (1).

On conclut alors qu’il existe une constante C telle que

puis, a

WﬁRL/KmﬁSG
[2)9]

Etape 4. (uc).cr+ est bornée dans H2(Q,C).

La démonstration est identique a celle de ’étape 5 du théoréeme 1.2 a laquelle on pourra se
référer.

Etape 5. (%)EGR* est bornée dans L3S, (2,C).

Comme (uc)ccr+ est bornée dans H2(Q, C), d’apres les injections de Sobolev, (Vue)ecry est
bornée dans L£%(Q2, C) pour tout ¢ supérieur a 1. Si on note comme précédemment

Ve € R} W%F

on sait d’apres ’étape 5 du théoreme 1.2, et I'étape 2 précédente, que pour e suffisamment petit,
il existe une constante C' telle que

A2 s
—AA. < Ci— < C|Vue|®.
’Ua|g

Considérons alors pour ¢ suffisamment petit, les solutions f. et h. des équations suivantes :

—Af. = C|Vuc|* sur Q

fe =0 sur 09
—Ah: =0 sur
he = A. sur 0L.

On obtient pour ¢ suffisamment petit,

A(Ae — fe —he) >0 sur Q
Ae = fo + he sur 0N.

donc, d’apres le principe du maximum,

0 < A. < fe+ he sur Q.
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Par ailleurs, on sait que ( fg)geR*+ est bornée dans W?24(Q, C) pour tout ¢ strictement supérieur
a 1, donc, grace aux injections de Sobolev, dans £>°(€2, C). On sait aussi grace aux inégalités du
type de celle de Cacciopoli que (he )seR* est bornée dans LjS (€2, C) ce qui prouve que (Ag)geR*+
est bornée dans L2 (2, C). Par allleurs on a pour tout € strictement positif,

2w ul 2
—Aw,: + 6—2(— + bT) e = 2|Vue|g sur Q.
Il existe donc une constante C' telle que
2 2 22
—Aw, + ;(7 + b%)wa < C sur Q.

Comme |u.|g < % sur {2 pour ¢ suffisamment petit, il existe une constante a telle que
o2
—Awe -+ gw(g S C

Soit alors K un compact de 2 et, ¢ la distance de K a 0f). On supposera quitte & translater que
0 appartient & K. Considérons enfin la solution v. des équations suivantes :

—Av, + 2vE—OsurB(,Q)
ve = 1 sur §(0, )

D’apres le principe du maximum, on sait que pour tout ¢ suffisamment petit,
(5 o 52
Var € Bo(0, 3), ve() < ezes (7P =),

Par ailleurs, on a
—A(we —ve) + %j(wg — ) < C sur Bo(0,3)
we — ve < 0 sur §(0, g)

d’ou, d’apres le principe du maximum,

0 g 9 _3a
Va € B,(0, Z),ws(:n) < ve(x) + C’? < Ce”+ e t6e
ce qui induit que
6, we()
<
Va € B,(0, 4) 2 = C

des que € est suffisamment petit. On conclut ainsi que (25 )eeR* est bien bornée dans L35 (2, C).
(€2,C).

La démonstration est identique a celle de I'étape 7 du théoreme 1.2. On remarque notamment
grace a l’étape 4 précédente et, grace aux injections de Sobolev que (ug)seR: CONverge Vers Uy

Etape 6. Soit a dans [0,1]. (uc)ecr+ converge vers u. dans Cloc

dans C%*(£2,C) pour tout « strictement inférieur & 1. O

Le théoreme précédent nous permet d’étudier la convergence des minimiseurs (ue)geRi de
Iénergie de Ginzburg-Landau lorsque ¢ tend vers 0. En considérant ainsi la suite (£5,)nen du
paragraphe précédent, on démontre le théoréeme suivant :

Théoréme 2.5. [ existe d points ay, ...,aq de  et, une fonction u, dans C*(Q\{a1,...,aq},E)
tels que, quitte a extraire, (ue, )nen converge vers u, dans Hj,.(Q\{a1, ..., aq},C) et, dans CZIOS(Q\

{a1,...,aq}, C) pour tout v strictement inférieur a 1. u, vérifie de plus les propriétés suivantes :

—L(us) = us|us A Vug|? sur Q\ {ai, ..., aq}
Us = g sur 0f)
Vj € ﬂl,dﬂ,da(u*,aj) = k‘j =1.
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Démonstration. Dans le paragraphe précédent, on a montré qu’il existait M points aq, ..., aps
de Q tels que (ue, )nen est borné dans M. (' \ {a1,...,an},C). Quitte a extraire, d’apres le
procédé diagonal de Cantor, il existe une fonction u, dans H}, (V' \ {a1,...,an}, C) telle que
pour tout compact K de Q' \ {ay,...,an},

n—-+o0o

Ue,, — Ux PP.
n—-+00

{ ue, — ux dans H'(K,C)

D’apres la propriété 2.2, il existe une constante C' telle que

En —

VneN,/w2 < Ce?
Q

ce qui conduit a
[ pepr=o
Q

et au fait que u, est a valeurs dans £. On sait par ailleurs grace a la convergence faible de la
suite (ue, )nen dans H} (' \ {a1,...,an},C) que u, est égale a g sur 9Q. Considérons alors un
point zg de '\ {a1,...,anrr} et un réel strictement positif R tel que

By(zo,2R) C '\ {a1,....,an}-

On sait qu’il existe une constante C' telle que

VYn € N fBo(xo,zR) Vu, |> < C
7 w2 < Ce?
Bo(z0,2R) Wen = “En

donc, d’apres le théoreme de Fubini, quitte & extraire, il existe un réel R’ compris entre R et,

2R tel que
2
Vn € N, fs(mO’R,) |V;Lgn| Szc
S(zo,R) Ve = Cey,

Comme H!(S(zo, R'), C) s’injecte de maniere compacte dans C°(S(xo, R'),C), on en déduit que
(e, Jnen converge vers u, dans CO(S(zg, R'),C). En outre, pour n suffisamment grand, on a
, 1
Vo € By(xo, R'), |ue, (x)|e > 5
ce qui implique que
d°(ue, ,S(xo, R')) =0

puis, que
d°(uy, S(zo, R')) = 0.
On peut désormais appliquer le théoréme 2.4 : si on note s la fonction de C°(S(xg, R'),R) qui
vérifie
ux = D(s9) sur S(xo, R)
s« la solution des équations

As, =0 sur B,(xo, R')
S« = 8o sur S(xg, R)

et,
vy = D(s4)

32



on obtient d’apres le théoreme 2.4,

ue, — v« dans HY(B,(wo, R'),C)

n—-+

Vo€ 0,1, us, — v, dans Co%(Bo(wo, R'), C).

oo loc
Par unicité de la limite, on constate que
Us = Uy
et, on conclut déja que u, appartient a C>*(Q\ {a1,...,an}, &), vérifie les équations

—L(us) = us|us A Vug|? sur Q\ {aq,...,an}
Us = g sur OS2

et que (ue, )nen converge vers u, dans H},.(Q\ {a1,...,arn},C) et, dans Cllag(ﬁ\ {a1,...,ap},C)
pour tout « strictement inférieur a 1. Il suffit donc de montrer que M est égal a d et que

vielLd{

Considérons donc un entier j compris entre 1 et M. Il existe un réel strictement positif R tel
que By(aj;,2R) ne contient aucun des points a;, autres que aj. On a
Vn e N :kj =d°(u.,,S(a;,2R))
donc, comme (ue, )nen converge vers u, dans C°(S(aj,2R),C), on a
k;j = d°(us, S(aj,2R)) = d°(ux, aj).

D’apres le lemme 2.6, on sait que
k; > 0.

Supposons par l'absurde que k; = 0. On a précédemment obtenu qu’il existe une constante C
telle que

2
Vn € N, fBo(aj,zR)\Bf(aﬁR) ‘V;,Lan‘ SQC
Bo(aj72R)\Bf(aj7R) wan S CE:TL

donc, d’apres le théoréeme de Fubini, quitte & extraire, il existe un réel R’ compris entre R et,

2R tel que
A Vue, 2 <C
Vn € N, Jstas | > g >
S((Ij,R/) wan S Cg’l’b

Comme Vn € N, d°(ue,,,S(aj, R')) = 0, on conclut grace a étape 1 du théoréme 2.4 que

1
€n JBo(a;,R") n—+00

Mais, par définition de aj, pour n suffisamment grand, B,(a;, R") contient un mauvais disque ce

qui implique que
1 2
€n JBo(a;,R")

On aboutit ainsi & une contradiction et on en déduit que

k’j>0.
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Soit alors § = £d(€2, 0) et no = s Min{|a; — ap|,1 < i < k < M} + 6. D’apres le lemme 2.2,
pour tout 7 dans |0, 7o/, il existe une constante C' telle que

/ . %§§2 )
|Vu|* > == kZIn(=) —
"\ N Bo(a;m) 2m j=1 !

Jj=1

or, d’apres le théoreme 2.3, il existe une constante C' telle que

o _ L} n
vneN, [ g |Vue,|* < ==2d|In(5)|+ C
/\‘ B(a],n) 27 2
i

ce qui implique, lorsque n tend vers 400, que

£2
[ s vuP<iEami+c
N\ Bo(azm) 2m 2

j=1
puis, que
M
> (k2 = k)| In(n)| < C
7j=1

et finalement, lorsque 7 tend vers 0, que

M
D (k-

j=1
On en déduit aisément que
Vj e [[1,d]],d°(u*,aj) = kj =1

puis, comme

M

d=> k

j=1
que d = M. Supposons enfin que a; appartienne a d€). Si 1) est strictement compris entre 0 et R,
par un changement conforme de variables, on peut supposer que localement €2 est le demi-plan
supérieur et que a; = 0. Par cette transformation, la couronne ouverte de centre a; et de rayons
1 et R est transformée en un ouvert contenu dans une couronne ouverte de centre 0 et de rayons

n' et R’ ot 1 et R’ sont proches de n et R. Ainsi, si t est strictement compris entre ' et R’, on
a apres cette transformation,

d°(us, 8(0, 1)) =

1= / |u*]g/u* A OrUs
5(0,0) ab

Si on note alors ST(0,t) = {z € §(0,¢)/x2 > 0} et S7(0,t) = {x € §(0,t)/z2 < 0}, on a
|us|grs A Orus / 9'lerg’ A Org’
Phelerte 7 Ortly _ 1&g 9T < 1g(¢,0) — g(—t,0
Jon o 9(1,0) — g(~1,0)

or, comme g appartient & H!' (99, &),

ce qui induit

g(t,0) — g(—t,0)| < OVt
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ce qui permet d’arriver a

/ |u*|g/u* A OrUs < C\/E
S (0,t)

ab
Par ailleurs, si on note u, = ®(s,) sur S*(

0,t), alors

/ |u*]g/u* A OrUs _ i
S+(0,t) ab Le

On aboutit ainsi &

1
2

/ Or S § —_ Vs, |%)
S+(0,t) S+(0,t)

2
/ |Vu*‘2 > & — ¢
S(0,4)

it \/E_C

donc, en intégrant de " & R’

EQ
/ Vul? > ZE ()| - ©
Bo(0,R")\Bo(0,1") n

et, en utilisant la transformation conforme inverse

EZ
/ V2 > ZE|In(p)| - C
Bo(a;,R)\Bo(a;,n) &

Mais, d’apres le lemme 2.2, il existe une constante C' telle que

/Q’\Bo(aj,R)u

E2
[Vua|* > (d = 1)55]In(n)| - C
Bo(akzn) 27T
k=1,k#j
ce qui mene a
[ s vuPz@snEme)-c
N\~ Bo(ag ) 2m
=

Par ailleurs, la propriété 2.3 affirme que
2 LE
[ s WuP<dEm@ml+c
/\ ) Bo(a]' 77) ™
j=1
ce qui est impossible lorsque 7 tend vers 0. On en déduit que tous les points a; sont dans {2 ce
qui acheve la démonstration du théoreme
Conclusion

O]

Dans ce mémoire, on a pu constater que la plupart des résultats démontrés par F.Béthuel
H.Brézis et F.Hélein dans leur article [BBH2] et dans leur livre [BBH3] pour l’energie de
Ginzburg-Landau définie par

1/ 2 2\2
= [ VoP+— [ (1—|v
5 ) IVl + g [ o)

se transposent a ’energie de Ginzburg-Landau plus générale définie par

=5 IR+ oz [
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Malheureusement, certains théorémes ne sont plus aussi simples a démontrer comme par exemple
ceux qui concernent les convergences dans les espaces Cz ¢ . pour tout entier k. Ces difficultés ont
une origine assez simple : dans le cas du cercle, on sait que les minimiseurs u. ont des modules
qui convergent uniformément vers 1 lorsque € tend vers 0. On peut donc les écrire en coordonnées
polaires sous la forme u. = p.e¥=. On aboutit alors aux équations assez simples suivantes :

{ div(p?Ve.) =0
—Ape —I—p5|v9 | = %( )

Dans le cas de lellipse, on peut toujours écrire pour ¢ suffisamment petit les minimiseurs u. en
coordonnées elliptiques sous la forme u. = p.®(s:). Mais, on aboutit & des équations bien plus
compliquées :

div(pZVs:) = _PEAPE(I)( e)- P (55)
A Vs 2| 2 _ pe(] _ ‘1>(Ss) ( )2
pe + pelVse|*| P (se) 2 ( ps)( + 2).

Ces équations ne permettent pas d’obtenir aussi facilement les convergences dans les espaces
Cl ' . bour tout entier k, et empéchent d’étudier simplement le comportement asymptotique des
points critiques de 1’énergie de Ginzburg-Landau lorsque ¢ tend vers 0. Ce travail qui est réalisé
dans le cas du cercle dans le livre de F.Béthuel, H.Brézis et F.Hélein [BBH3] reste & réaliser
dans le cas plus général de l'ellipse.
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