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Examen

La durée de cet examen est de deux heures. Les deux exercices sont indépendants. L usage
des calculatrices ainsi que de tout autre appareil électronique est interdit.

Exercice 1. (6 points)

Soit N > 1. Etant donnés un nombre R > 0 et un point a € RY, notons B(a, R) la boule
ouverte de centre a et de rayon R. Considérons alors une fonction f € C*(RN,RY) et
supposons qu'il existe un point z, € RY tel que

f(ze) =0, et df(zs) € GLN(R).

1.a. Vérifier que le sous-ensemble des matrices inversibles GL (R) est un ouvert de I'espace
des matrices carrées My (R).

b. En déduire qu’il existe un nombre p > 0 tel que

Vo € B(xy,p), df (z) € GLN(R).

2. Soit
Vo € Bla.,p), glx) = = — df(2) " f(a).

a. Soit
VM € GLN(R), Z(M) = ML

Vérifier que la fonction inverse Z est bien définie et de classe C! sur GLy (R), et que

VM € GLN(R), dZ(M)(H) = —M*HM ™,

b. En déduire que g est bien définie et de classe C sur B(z, p).

c. Vérifier que
Vi € Bla, p), dg(x) = df (z) " d f(x) (df ()" f(2), ).
d. Conclure que z, est un point fixe superattractif de la fonction g.

Exercice 2. (14 points)

Soit N > 1. Notons (, ) le produit scalaire canonique de RY et || || la norme euclidienne
associée. Considérons une fonctionnelle elliptique F' € C'(RYR), soit telle qu’il existe un
nombre A > 0 pour lequel

V(z,y) € (RY)®, (VE(y) - VF(x),y — 2) 2 Ally — 2]
1.a. Montrer que

V() € (BY)?, F(y) — (&) > (VF(),y — ) + 3y — 2l

—_



b. En déduire que la fonctionnelle F' est strictement convexe sur R.

c. Vérifier que

Fly) —
llyl|—+oc

d. Conclure que F posséde un unique minimiseur z, € RV.

e. Vérifier que z, est I'unique vecteur de RN tel que

VF(z.)=0.

2. Pour 2 € RY tel que x # x,, posons

Vt € R, f(t) = F(z — tVF(z)).

a. Vérifier que la fonction f est elliptique sur R.
b. En déduire que la fonction f posséde un unique minimiseur 7, € R.

3. Soit zg € RY. Considérons la suite (Zn)n>0 définie par la formule de récurrence

T, S1 Tp = Ty,

Vn >0,z =
- i {xn — Tz, VF(zy,), sinon.

a. Vérifier que la suite (xy,)n>0 est bien définie.

b. Montrer que la suite (F(xy))n>0 est décroissante.
c. En déduire que la suite (F'(zy,))n>0 est convergente.
4.a Montrer que

Vn >0, (VF(zp41), VF(z,)) = 0.

b. En déduire que
Vn >0, (VF(zp41), Tni1 — Tn) = 0.

c. En déduire que

A
F(zy) — F(2ng1) > §||37n+1 - an2

d. Conclure que
Tn+1 —Tp — O
n——+oo

5.a. Montrer que la suite (z,)n>0 est bornée.

b. En déduire que
VF(zpt1) — VF(z,) — 0.

n—-+0o00

c. Conclure que
VF(z,) — 0.
n—-+00
6.a. Vérifier que
Vn > 0, Az, — x| < (VF(2y), 2, — 4).

b. Conclure que

In —  Tx.
n—-+o00



