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Devoir a la maison N°2

Le modeéle de Lennard-Jones cherche & décrire les coordonnées des atomes qui forment
une molécule d’énergie minimale. La force d’interaction entre deux atomes distants d’une
longueur r est décrite par le potentiel radial de Van der Waals

1 2
Vr>0,V(r)=— — —.
()= 15—
L’énergie potentielle d’une molécule formée de N atomes situés aux positions (Xi,..., Xn)

€ (R3)" est donc égale a

Lin(X1,...,Xx) = > V(X —X;l),
1<i<j<N

ot || - || désigne la norme euclidienne canonique de R3. La configuration la plus stable de
la molécule correspond & un minimum global de cette énergie potentielle. Le probléme
de Lennard-Jones que nous allons étudier de fagon théorique, puis numérique, consiste a
déterminer cette configuration minimale.

1 Existence des configurations minimales

Nous commencons par déterminer l'existence d’un minimiseur global du probléme de
Lennard-Jones quel que soit 'entier N > 2.

l.a. Vérifier que le potentiel de Van der Waals V' est bien défini et de classe C* sur |0, 400,
et qu’il admet un unique minimum égal & —1 en r = 1.

b. Soit
Oy ={(X1,....Xn) € RN t.q. V1 <i<j <N, X; #X,}.
Vérifier que I'ensemble Qy est ouvert dans (R3)V.

c. Montrer que I'énergie potentielle LJy est bien définie et de classe C* sur 'ouvert (y,

avec
VX = (Xl XN) € Qn N
— geeey ) dLJ X)(H) = VLJ X,H‘7
{VH:(HLH-,HN)G(RS)N’ N(X)(H) jzl< j N(X) j>
" V' (I1X: — X510)
VjLJN(X) = Z#(X] _Xi)7
i#j 12X — Xl
et (-,-) désigne le produit scalaire canonique de R3.
2.a. Vérifier que
N -1)

= inf LJy(X)>—
jN XléIQN N< >_ 2



b. En déduire que l'énergie potentielle LJy posséde un minimiseur global (X7, X3) € Qo
qui satisfait
X7 — X5 = 1.

Ce minimiseur est-il unique ?

c. Montrer que I’énergie potentielle LJ3 posséde un minimiseur global (X7, X5, X3) € Q3
tel que les positions X{, X3 et X3 des trois atomes forment un triangle équilatéral.

d. L’énergie potentielle L.Jy posséde-t-elle un minimiseur global (X7, X5, X3, XF) € Q47
Si oui, quelle est la forme des positions X7, X5, X3 et XJ 7

Nous raisonnons désormais par récurrence et supposons avoir établi que, quelque soit 2 <
p < N — 1, il existe une configuration minimale Y ®) ¢ 2, tel que

Jp = LJ,(Y®).

3.a. Soit 1 < p < N — 1. Considérons un vecteur X = (U, V) € Qp tel que U € Q,
VeQn_p, et
VI<i<pVI<j<N-p U=V =1

Montrer que
Lin_1(V)sip=1,
LIn(X) < LJy_1(U)sip=N —1,
LJ,(U)+ LIN—p(V), sinon.

b. Pour X € Qu et Z € R?, nous posons
T,(X)=(X1-2,Xe—Z,....Xn— Z).

Vérifier que le vecteur Tz (X ) appartient a 'ouvert 2y, puis que 'énergie potentielle L.Jy
est invariante par translation, soit que

LJIn(Tz(X)) = LN (X).

c. En déduire que

I < LIn (YD) et V2<p< N =2, Iy < LL,(YP) + LIy, (Y V7).

d. Conclure que
V1 SPSN_L jN <\7p+;.7N7p7

otll nous avons posé J; = 0.
4.a. Montrer qu'il existe une suite (X™),,>q de Qu telle que

n 1
Vn >0, X{V =0, et Iy < LIn(X™) <y + o

b. Vérifier que

N(N —1)

¥n>0,V1<i<j <N V(X" -X")) < In+ 5



c. En déduire qu’il existe un nombre strictement positif py tel que

¥n>0,v1<i<j<N,[|X" - X" > pwn.

Nous cherchons & établir la convergence de la suite minimisante (X (n))nzo a extraction
pres.

5.a. Montrer qu’il existe des extractions ¢o : N = N, ¢p3 : N - N, ..., et o5 : N = N telles
que, quel que soit 'entier 2 < j < N, ou bien la suite (XJ(@O%O”'O%(”)))

de limite X7° € R3, ou bien

n>0 €st convergente

— 4o0.
n—-+o0o

HX(¢20¢30...0¢]- (n)) H
J

b. Nous considérons 'extraction ¢ : N — N définie par

Vn >0, p(n) = gaopzo...odn(n),
et notons
I={2<j <N tq. lasuite (XJ(“D(n)))nZQ est convergente de limite ono},
et

J={2<j<Nta |[XF) - 4o}

n—-+o0o

Vérifier que les cardinaux p = Card([]) et ¢ = Card(J) satisfont
N—-1=p+q.

c. Notons
[:{il,...,ip}, et J:{jl,...,j]v_p_l}.
Vérifier que

Ly (XY = Ly (0, X0V XY — Ly g (XPMD Xy o o,

i1 J1 IN-p-1 o io

d. Montrer que
IN = Tps1 + IN—p-1-

e. En déduire que
p=N—1.

f. Conclure que, quel que soit Pentier N > 2, il existe une configuration minimale Y V) ¢
Qn telle que
In = Ly (Y™M).



2 Meéthode de la plus forte pente

Afin de déterminer numériquement les possibles configurations minimales du probléme de
Lennard-Jones, nous employons la méthode de la plus forte pente. Nous considérons une
fonction F € C'(RM R), qui est minorée sur RM et dont le gradient VF est globalement
lipschitzien sur RM | soit tel qu’il existe un nombre C' > 0 tel que

¥(X,Y) € RY)? [VE(Y) - VF(X)|| < C|X ~ Y.

Afin de calculer une valeur approchée des possibles minimiseurs globaux de la fonction F',
nous cherchons & déterminer ses points critiques Z, € RM™. Dans ce but, nous choisissons
une condition initiale Zy € RM, puis considérons la suite (Zy)p>0 définie par la formule de
récurrence

Z i VF(Z,) =0
V20, Zy =4 V) =0
Zp — apVF(Zy), siVF(Zy)#0.

Les pas oy, > 0 dans cette formule sont déterminés suivant un principe de recherche linéaire
par rebroussement. Etant donné un pas initial a > 0 et une raison 0 < p < 1, il s’agit de
poser
4
Qp =ap,

ol £ est le plus petit entier positif tel que la condition d’Armijo
2
F(Zy — ,VF(Zy)) < F(Zy) — Bay||[VF(Z)]|",
soit satisfaite pour un nombre 0 < $ < 1. Nous commencons par vérifier que le pas ay, est
bien défini.
1. Soit Z € RM tel que
VF(Z) #0.

a. Vérifier que

Va >0, F(Z —aVF(Z)) = F(2) — a|VF(2)|]

— /1 (VF(Z — atVF(Z)) —VF(Z),VF(Z))dt.
0

b. En déduire que

VO <a< 2(10_5) F(Z - aVF(Z)) < F(Z) - Ba||[VF(2)|]*.

c. Conclure que la suite (Z,),>0 est bien définie et que, lorsque VF(Z,) # 0, le pas a

satisfait 20(1— )
. p(1—
Z min fa, =55 )
ap > minqa C
2.a. Vérifier que la suite (F(Z,))p>0 est décroissante.

b. En déduire que la suite (F'(Z)))p>0 est convergente.

c. Conclure que
VF(Z,) — 0.

p——+00



Dans le cas général, le résultat précédent ne garantit pas la convergence de la suite (Z),>0,
méme & extraction prés. Néanmoins, lorsque cette suite converge vers une limite Z, € RM
cette limite est un point critique de la fonction F', puisque par continuité de la fonction
VF, et par la question 2.c,

VF(Z,) =0.

Notons que cette derniére affirmation ne garantit pas non plus que la limite Z, soit un
minimum global de la fonction F', ce qu’il faut encore vérifier.

3 Aspect numérique

Nous vérifions cependant numériquement que la méthode de la plus forte pente permet
de déterminer les configurations minimales du probléme de Lennard-Jones pour N = 3 et
N =4.

1.a. Définir la fonction de Van der Waals V' donnée par

1 2

VT>0,V(T):m—T76,

sa dérivée V', et les tracer sur lintervalle [0, 8;2].

b. Soit N > 2. Ecrire une fonction qui prend en entrée un vecteur X = (X1,..., Xy) € Qn
et renvoie la valeur de la fonctionnelle de Lennard-Jones en ce vecteur

Lin(X) = Z V(X5 — Xil])-

1<i<j<N

c. Ecrire une fonction qui prend en entrée un vecteur X = (Xi,..., Xy) € Qn et renvoie
le gradient de la fonctionnelle de Lennard-Jones VL.Jy en ce vecteur

X xT3; — X34
V1<i<N,Vke€{-2-10} [VLINX)], = H V(1% — X;11).
i v

d. Vérifier le fonctionnement de ces deux fonctions sur un exemple bien choisi.

2.a. Soit p = 0,3 et § = 0,0001. Ecrire une fonction qui prend en entrée un vecteur
X = (X1,...,Xn) € Qn et renvoie un nombre o > 0 tel que

LIN(X — aVLJIN(X)) < LIn(X) — Ba|| VLI (X))

b. Ecrire une fonction qui prend entrée un entier N > 2 et une erreur € > 0, et renvoie
une valeur approchée a ¢ prés du minimum de la fonctionnelle de Lennard-Jones L.Jy par
la méthode de la plus forte pente.

c. Vérifier le fonctionnement de cette fonction lorsque N =3 et N = 4.
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