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Corrigé de I’aspect théorique du devoir a la maison N°1

1 Le modéle de Leontieff

l.a. Soit ¢ = (1,...,1). Comme la Z-matrice B est productive, nous savons qu’il existe un
unique vecteur y € RV a coefficients positifs tel que

By =c.

Sachant que le vecteur ¢ est a coefficients strictement positifs, tous les coefficients du
vecteur By sont strictement positifs.
b. Soit 1 <7 < N. L’équation By = ¢ conduit & la formule
Biiyi=ci— Y Bijy;
J#i
Comme B est une Z-matrice, nous savons que
Vj #1, Bi; <0,

d’ott nous déduisons que

B;;y; >0,

puisque ¢; est strictement positif et les coefficients 3, sont aussi positifs. Sachant que y; est
aussi positif, nous concluons que
yi >0,

soit que tous les coefficients du vecteur y sont strictement positifs. Notons également que ce
raisonnement montre que tous les coefficients diagonaux de la matrice B sont strictement
positifs.

2.a. Par définition du produit matriciel et de la matrice diagonale Y, nous calculons

N
V1<i,j<N,[BY]ij =Y BixYh;=DBijy;
k=1

Nous reprenons alors les calculs de la question 1.b. Comme B est une Z-matrice et les
vecteurs y et ¢ = By sont & coefficients strictement positifs, nous obtenons

Biiyi =c¢i— ZBi,j Yy > _ZBi,j Yj = Z |Bijyj| > 0.
J#i J#i J#i
Cette suite d’inégalités assure que le nombre B; ; y; est strictement positif, puis que

‘Bm- yll =By > Z |Bi,j yj}'
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Nous concluons que

[BYis| > |[BY]i ),
J#i
soit que la matrice B est & diagonale dominante. Notons également que les coefficients
diagonaux de la matrice B sont tous strictement positifs.

b. D’aprés la question 2.a, la matrice BY est a diagonale dominante, donc elle est inversible,
et sa matrice inverse (BY)~! est bien définie et satisfait 'identité

BY (BY)™! = Iy,

qui équivaut aux identités

N
D IBYLix [(BY) Mgy = 6,
k=1

pour tout indice 1 <i,5 < N.

Rappelons alors que les coefficients diagonaux de la matrice B sont tous strictement positifs,
de sorte que
[BY]M = Bm’ y; > 0.

Sachant que B est une Z-matrice, nous avons également
Vk #i, [BY ] = Biryr <0,

et nous arrivons a

_ 1 _
(BY) iy = M<6i7j + ; |[BY]ix| (BY) l]k,j)-

Considérons alors deux indices 1 < iy, j. < N tels que

. = mi -1,
(BY) ™ i = | min [(BY)™ i

Pour ¢ = iy et j = j,, nous déduisons de I'égalité précédente que

_ i _
[(BY) i > W + 00, [(BY) Vi

Ty T

i, = o > |[BY i, -

Vi ki

oll nous avons noté

D’aprés la question 2.a, la matrice BY est a diagonale dominante, ce qui signifie que
o, <1,

puis implique que
0. i
s > *9J % >0
s 2 ) [BV]
Par définition des indices i, et j., nous concluons que tous les coefficients de la matrice
inverse (BY)~! sont positifs.

(BY)™!



c. Rappelons que tous les coefficients du vecteur y sont strictement positifs, de sorte que
la matrice diagonale Y est inversible. Nous écrivons alors

B=(BY)Y.

Sachant que la matrice BY est inversible d’aprés la question 2.b, la matrice B est également
inversible, et son inverse vaut

B! =Y (BY)™..
En particulier, nous calculons

N
V1<i,j <N, [B Y= Yir[(BY) x; = [(BY) iy,
k=1

et tous les coefficients de la matrice inverse B~! sont bien positifs d’aprés la question 2.b.
d. Etant donnée une Z-matrice B, considérons les assertions

(i) La matrice B est productive.
(ii) Il existe un vecteur y € R a coefficients strictement positifs tel que tous les coeffi-
cients du vecteur By sont strictement positifs.

(iii) La matrice B est inversible d’inverse a coefficients positifs.
Les questions 1.a et 1.b montrent que 'assertion (i) implique 'assertion (i), tandis que
les questions 2.a, 2.b et 2.c prouvent que l'assertion (ii) implique l'assertion (ii7). Afin
d’établir 1’'équivalence de ces trois assertions, il reste donc a vérifier que 'assertion (7i7)
implique 'assertion (7).
Supposons donc que la matrice B est inversible d’inverse & coefficients positifs. Etant donné

un vecteur ¢ a coefficients positifs, nous savons qu’il existe un unique vecteur y = B~ l¢c €
RN tel que

By =c.
Nous calculons alors N
VI<i< N,y = Z[Bil]i,k cp > 0,
k=1

puisque la matrice B~! et le vecteur ¢ sont & coefficients positifs. La matrice B est donc
productive, et nous concluons que les trois assertions précédentes sont équivalentes.

3.a. Etant donné un nombre & > 0, nous savons qu'’il existe une norme d’algébre || - || 4 sur
Mn(R) telle que
[All4 < p(4) +e.

Nous choisissons alors le nombre €, de sorte que
[Alla <1,

ce qui assure que la série géométrique Y, ||A[|% est convergente. Comme || - ||4 est une
norme d’algébre, nous vérifions ensuite que

VE > 1, |44 < || Al

ce qui suffit a établir que la série ), - AF est absolument convergente, donc convergente
dans l'espace de Banach My (R).



Considérons alors sa somme
+o0
S = E AR
k=0
Nous calculons

+00
(Iv —A)§ =) (AF — AF) = AP = Iy,
k=0

et de méme,

S(In—A) =1y

La matrice Iy — A est donc inversible d’inverse égal a
+oo

(In—A)'=5=>"ak
k=0

b. Etant données deux matrices (M, P) € My(R)? a coefficients positifs, nous vérifions

que
N

V1<i,j<N,[MP);;= ZMM Py > 0.
k=1
La matrice M P est donc a coefficients positifs. Par récurrence sur & > 1, nous déduisons
de cette propriété que toute puissance M* d’une matrice M a coefficients positifs reste a
coefficients positifs. En particulier, toutes les matrices A* sont & coefficients positifs, et il
en est donc de méme pour la somme de la série géométrique ), Ak D’aprés la question
3.a, nous concluons que la Z-matrice Iy — A est inversible d’inverse & coefficients positifs.
L’équivalence de la question 2.d certifie alors que la Z-matrice Iy — A est productive.

4.a. Comme la Z-matrice Iy — A est productive, nous savons qu'’il existe un vecteur y € RV
a coefficients strictement positifs tels que (Iy — A)y est aussi & coefficients strictement
positifs. Pour ¢t > 1, la matrice tIy — A demeure une Z-matrice qui satisfait

V1<i<N, [(tIN — A)yli = (t = Dy + [(In — A)yli.

Comme les coefficients y; et [(Iny — A)y]; sont strictement positifs, le vecteur (tIxy — A)y
est aussi a coefficients strictement positifs, et il découle de la question 2.d que la Z-matrice
tIny — A est productive.

b. Les questions 3.a et 3.b démontrent que la Z-matrice Iy — A est productive lorsque
p(A) < 1. Réciproquement, lorsque la matrice Iy — A est productive, la question 4.a
garantit que les Z-matrices tIy — A sont productives, donc inversibles pour ¢ > 1. Cette
propriété signifie que le nombre t n’est pas une valeur propre de la matrice A. Par le
théoréme de Perron-Frobenius, le rayon spectral p(A) est une valeur propre de la matrice
A. Comme ce nombre est positif, il appartient nécessairement a l'intervalle [0, 1], d’ou
I'inégalité
p(A) <1,

et la preuve de I’équivalence recherchée.



2 La méthode d’interpolation de Hermite

1. Considérons deux polyndmes réels P(X) et Q(X) de degré inférieur ou égal a 2N + 1,
et tels que

V0 <i <N, P(xi) = f(zi) = Q(z:), et Play) = f'(:) = Q' ().

Chacun des nombres (z;)o<i<n est alors une racine d’ordre au moins égal & 2 du polynéme
Q(X) — P(X). Comme les nombres (x;)o<i<n sont deux a deux distincts, ce polynome
posséde au moins 2N + 2 racines comptées avec multiplicité. Sachant que ce polynoéme est
de degré au plus 2N + 1, il ne peut s’agir que du polynéme nul, et nous concluons que
Q(X) = P(X), soit qu'il existe au plus un polynéme P(X) € R[X] de degré inférieur ou
égal 4 2N + 1 tel que

2.a. La formule pour le polynome de base ¢;(X) assure que
fz({l}@) = 1, et Vj 75 i, Zl(:ﬂj) =0.

Il résulte aussi de cette formule que le polynome dérivé ¢;(X) est égal a

=3 1 H(X—xk>'

Xr; — X4 xr; — X
AT g N TR

D’ont I'expression

b= T (52) - S

i T T T i
Sachant que P;(X) = ¢;(X)?, nous déduisons d’abord de ces formules que
Py(ai) = li(w:)* =1, et Py(x;) = li(x;)* =0,

pour j # i, puis
/ / / 2 / /
P (z;) = 205(z:)li(;) = 205(m;) = Y ,ooet Pi(xj) = 26(x;)li(x;) =0,

g T

lorsque j # i.
b. Sachant que
Qi(X) = a; Pi(X) + (a; X + b;) P{(X),

nous déduisons des formules de la question 2.a que les équations Q;(x;) = f(z;) et Q%(z;) =
f/(x;) sont équivalentes au systéme

{az‘xi +b; = f(x),
a; + (aiv; + b;) Pl(z;) = f'(2:),
soit aux valeurs
{ai = f'(zi) = f(x:) P (1),
bi = f(@;) — zi(f/ (@) — f ()Pl (2)).
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En particulier, ces valeurs donnent ’expression de 'unique couple (a;, b;) pour lequel le
polynome @Q;(X) satisfait aux équations

Qi(wi) = f(xi), et Qi(wi) = f'(2i).

c. Nous considérons le polynéme

N

Hp(X) = (aiX +b;) P(X),

=0

ou les nombres réels a; et b; sont choisis de fagon & satisfaire les équations de la question 2.b.
Comme les polynémes P;(X) sont de degré 2N, les polynémes Q;(X) = (a; X + b;) P;i(X)
sont de degré 2N + 1, de sorte que le polynéme H¢(X) est de degré au plus 2N + 1.

De plus, nous déduisons des questions 2.a et 2.b que

N

Hf(l‘l) = Z(ajl‘i + bj) Pj(xl) = (aixi + bz) ( ) Qz(fz) = f(xl)a

J=0

et

H(z;) = i ( + (ajz; + bj) P, (»TZ))

7=0
= a; Py(w:) + a5z + bi) P (x:) = Qi(z:) = f'(w1),
de sorte que Hy(X) est un polynéme d’interpolation de Hermite de la fonction f aux points
xg, -.., xn. Par la question 1., ce polynéme est unique, d’oll son existence et son unicité.

d. Les formules des questions 2.b et 2.c assurent que

N

Hp(X) =) (a:iX +b;) P(X)

1=0

N
=> ((f’(xz‘) — f(@i) P () X + f(ai) — i (f' (i) — f(fﬁi)Pi/(%))) Gi(X)%.

1=0

Comme P/(x;) = 2¢;(x;) par la question 2.a, nous aboutissons a la formule

N
=> < — 2f (@)l (20)) X + flai) — zi(f(20) — 2f($z‘)4($z’))) G(X)%.

=0

.

qui s’écrit aussi

N N

Hp(X) =" fla) (1= 26(2:) (X — ) G(X)?+ ) /() (X — 23)4:(X)%.

i=0 =0

3.a. La preuve repose sur une récurrence sur l'entier 0 < ¢ < N. Aurang¢ = 0, le polyndéme
Ro(X) = Hy(X) est bien défini. Par le théoréme de la division euclidienne, il existe de
plus deux polynomes réels R;(X) et So(X) uniques tels que d°(Sp(X)) < 2, et

Ro(X) = Sp(X) + (X — z0)?Ry(X).



Comme le degré du polynoéme Sy(X) est inférieur ou égal a 1, il existe alors deux nombres
réels ag et [y uniques tels que So(X) = ap + Bo(X — zg), d’ott la formule

Ro(X) = ag + Bo(X — 20) + (X — 20)*R1(X).

Réciproquement, si des nombres «g et Sy, et un polynéome R;(X) satisfont cette formule,
alors R1(X) et So(X) = ap+5o(X —xp) sont le quotient et le reste de la division euclidienne
du polynéome Ry(X) par le polynéme (X — x0)?, d’ot I'unicité des nombres aq et B, ainsi
que du polynéme R;(X).

Supposons alors avoir construit de maniére unique les nombres «; et 3; jusqu’au rang
J =1, et les polynémes R;(X) jusqu’au rang j = i+ 1. De facon similaire, nous constatons
que des nombres ;11 et Bi+1, et un polyndéme R;12(X) tels que

Rip1(X) = cvi1 + Bis1 (X — 1) + (X — 2i41)° Riga(X),

correspondent au quotient R;12(X) et au reste Sj+1(X) = a1 + Big1(X — zi41) de la
division euclidienne du polynéme R;,1(X) par le polynéme (X —x;11)?. Le théoréme de la
division euclidienne assure donc & la fois 'existence et 'unicité des nombres «;41 et G411,
et du polyndéme R;2(X), ce qui permet de conclure la preuve par récurrence sur l’entier i.

b. Par définition du polynéme d’interpolation de Hermite H¢(X), nous savons que
d°(Ro(X)) = d°(Hs(X)) <2N +1.
Vérifions alors par récurrence sur 'entier ¢ > 0 que
VO <i<N+1,d°(Ri(X)) <2(N —i)+ 1.
Supposons en effet que cette formule soit vraie jusqu’au rang i. Au rang ¢ + 1, soit le
polynome R;;1(X) est nul, auquel cas d°(R;4+1(X)) = —oco < 2(N — i — 1) + 1, soit nous
déduisons de la formule de la question 3.a que
d°(Ri(X)) =2 + d°(Ri1(X)),
de sorte que par I’hypothése de récurrence,
dO(RiH(X)) <2(N—i—1)+1.
Par récurrence, I'inégalité recherchée est donc bien valable. En particulier, nous obtenons
d°(Rn+1(X)) < —1,

ce qui assure que le polynome Ry1(X) est identiquement nul.

c. Vérifions par récurrence que

7 j—1 I
VO<i <N, Hp(X) =Y (a5 +8j(X —x;)) [J(X —20)® + [[(X — 2)’ Risa (X).
§=0 k=0 k=0

Au rang i = 0, cette formule est vraie, puisque

Hp(X) = Ro(X) = ao + Bo(X — x0) + (X — 20)* Ra(X).



Supposons donc qu’elle soit vraie jusqu’au rang ¢. Nous déduisons alors de I’hypothése de
récurrence et de la formule de la question 3.a que

i 7j—1 i
Hy(X) =Y (aj+B;(X —a;)) [[(X —a)* + [[(X = 24)*Ria (X)
J=0 k=0 k=0
i j—1 ;
= Z (aj + ﬁJ(X - IL’])) H(X - wk)Q + (Otz‘+1 + BH-l(X - $i+1)) H(X — xk)z
Jj=0 k=0 k=0
i+1

+ H(X — 2k)? Risa(X),
k=0

ce qui assure que la formule recherchée reste valable au rang 7 + 1, puis par récurrence,
quel que soit 0 <4 < N. En particulier, pour ¢ = N, nous déduisons du fait que Ry41(X)
est identiquement nul que

N i—1
Hp(X) =) (i + Bi(X —2)) [J(X — 25)*
i=0 j=0

4.a. Par définition du polynéme d’interpolation de Hermite, nous savons que
Ro(xo) = Hy(wo) = f(z0), et Ry(zo) = Hy(xo) = f'(0).
D’apres les formules de la question 3.a, nous calculons par ailleurs
R(X) = Bo + 2(X — mo) R1(X) + (X — 20)* Ry (X),

de sorte que
Ro(xo) = ap, et Ry(zo) = Po,

d’otu les formules

ao = f(xo), et o= f'(xo)

b. La preuve repose sur une récurrence sur l'entier 0 < ¢ < N. Rappelons d’abord que la
fonction fy = f est de classe C' au voisinage des points g, ... et zx.

Supposons ensuite que, pour 0 < j < ¢, les fonctions f; sont de classe C! au voisinage des

points z;, ... et zy. Aurang i + 1, les fonctions z — (f;(z;) + fl(z)(x — 2;))/(z — ;)% et

x> 1/(x — ;)% sont de classe C! sur R\ {z;}. Comme la fonction f; est de classe C! au

voisinage des points x;, ... et xy par ’hypothése de récurrence, les opérations élémentaires

sur les fonctions assurent que la fonction f; ;1 est de classe C! au voisinage des points z;, 1,
. et x, d’ott la propriété recherchée par récurrence.

c. La preuve repose & nouveau sur une récurrence sur Uentier 0 < ¢ < N. Au rang ¢ = 0,
les définitions du polynome Ry(X) et de la fonction fp, ainsi que la question 4.a assurent
que ce polynéme est le polynéme d’interpolation de Hermite de cette fonction aux points
xo, ..., TN, et que ag = fo(xo) et Bo = fi(zo).

Supposons que cette propriété soit vérifiée jusqu’au rang ¢. Il résulte alors des formules de
la question 3.a et de I’hypothése de récurrence que

Ri(z) — fi(z:) — fi(@i) (2 — x;)

(x — ;)2 ’

Rii(z) =



pour x # x;, de sorte que

Ri(x) = fi(xi))  2(Ri(@) — filw:) — fi(@i)(x — @) .

(@) = (x—z)2 (x — 24)3

Sachant que R;(X) est le polynéme d’interpolation de Hermite de la fonction f; aux points
Z;, ..., TN, nous obtenons

filzy) = filai) = fi(zi) (w5 — @)

(xj _wi)Q = fi+1($j)7

Rit1(wy) =
pourt+1 <5< N, et

() = f{((z)_—ai{)gxi) 2(filay) - fi((;fj)_—xfi)gm)(xj — 7)) (o).

Par ailleurs, nous avons démontré a la question 3.b que
d°(Rit1(X)) <2(N —i—1)+ 1.

Par unicité, le polynéome R;1(X) est donc le polynéme d’interpolation de Hermite de la
fonction f;41 aux points x;11, ..., TN.

Comme a la question 4.a, nous déduisons alors des formules de la question 3.a que
ip1 = Rip1(wip1), et By = Riq (i),
de sorte que par définition du polynéme d’interpolation de Hermite,
/

aip1 = firr(@it1), et Bip1r = fi (@)

Par récurrence, nous concluons que les polyndémes R; sont bien les polynémes d’interpola-
tion de Hermite des fonctions f; aux points z;, ..., zn, et que o; = fi(z;) et B; = fl ().



