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TD N°4. Equations différentielles non linéaires

Exercice 1.

Soit 39 € R2. Considérons la fonction f définie par
V(t,y) € R xR? f(t,y) = ( —yi Y+ 2ty —ys + 3tyf)-

Démontrer que le probléme de Cauchy

admet une unique solution définie sur [0, +oo.

Exercice 2.

Démontrer que le probléme de Cauchy

admet une unique solution définie sur [0, +oo.

Exercice 3.

Considérons le systéme différentiel

1. Démontrer que les solutions de ce systéme différentiel de conditions initiales (xg, yo) € R?
assez petites sont définies sur R .

2. Que pouvons-nous dire de la stabilité de la solution constante (0,0) ?

Exercice 4.

1. Soit ¢ € C°([0,T], R ). Supposons qu'il existe des fonctions (f, g) € C°([0, T], R )? telles
que

t
Vi € [0.T), olt) < F(t) + / a(s)p(s) ds.
Montrer que .
Vi € 0.T), o(t) < F(t) + / ! 9 dug () f(s) ds.

0

2. Soit A € CO(Ry, My(R)) et p € CO(R,,RY) telles que
+o0
/0 (IA@)] + [p()]) df < +oo.
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Montrer que toute solution x de I’équation différentielle
vt > 0,2'(t) = A(t)z(t) + p(t),
est bornée.

Exercice 5.

Soit g € RN et f € CO(R x RV, RY), une fonction localement lipschitzienne par rapport
a sa seconde variable. Supposons qu’il existe deux fonctions (a, 3) € CO(Ry,Ry)? telles
que

V(t,x) € Ry x RY, (f(t,x),2) < alt) + B(1)]z]*.

Montrer qu’une solution du probléme de Cauchy

est définie sur R .

Exercice 6.

1. Quel est le temps de vie des solutions de I’équation différentielle
()= (1+ x(t)Q) cos(mx(t))?
2. Le temps de vie des solutions de 1’équation différentielle
y'(t) =1+ +y(t)?,

est-il fini ?

3. Le temps de vie des solutions de ’équation différentielle
() =1—12+ 2(t)%
est-il fini?

Exercice 7.

Considérons 1’équation différentielle
() + z(t) = 5((1 + cos(t)) sin(z(t)) + cos(2t)),

ol € est un paramétre réel. Nous cherchons & démontrer que pour les petites valeurs de
€ cette équation admet des solutions 2w-périodiques. Dans ce but, nous écrivons cette
équation sous la forme

X'(t)=AX(t)+ e F(t, X(t)),

ou

v(r X = (2) ) €R xR, F(1,X) = <(1 + cos(t))sir?(xl) + cos(2t)> :

1. Pour € = 0, calculer la solution X, du systéeme différentiel précédent pour la condition
initiale Xo,(0) = v = (v1,v2) € R2



2. Soit € € R et v € R?. Montrer que 1'unique solution X ¢,» du systéme différentiel précédent
telle que X, ,(0) = v est définie sur R.

3. Pour € # 0, montrer que X, , est 2m-périodique si et seulement si

/027r <c08(3) —sin(8)> F(s5, Xon(s)) ds — 0.

sin(s)  cos(s)
4. Soit

21 :
2 _ cos(s) —sin(s)
V(e,v) e R xR H(e,v) = /0 (sin(s) cos(s) F(s,Xc0(s)) ds.
a. Montrer que H est de classe C*® sur R x R?.

b. Montrer que

O 2 ((1 + cos(s)) sin(v1 cos(s) + g sin(s)) +cos(2s)) sin(s) ds
’ 02” ((1 + cos(s)) sin(vy cos(s) + v sin(s)) + cos(23)) cos(s) ds
c. Vérifier que H(0,(0,0)) = (0,0).

d. Calculer la matrice jacobienne J, H (0, (0,0)).

5.a. En déduire qu'il existe un nombre gy > 0 et une fonction V € C*®(] — &g, o[, R?) telle
que

Ve €] — eo,e0, H(e,V(e)) = (0,0).
b. Que pouvons-nous en conclure ?

Exercice 8.

Considérons le champ de vecteurs
V(z,y) € R* X(z,y) = (2° +y° — 1, ),

et le systéme différentiel associé (S).
1. Déterminer les points d’équilibre du champ de vecteurs X.
2.a. Soit
vVt € R, s(t) = (0,—1).
Calculer le systéme linéarisé au voisinage de la solution constante s.
b. Déterminer les orbites de ce systéme linéarisé.

3.a. Vérifier que le champ X est antisymétrique par rapport a la réflexion par rapport a
I’axe des y.

b. En déduire que les orbites du systéme différentiel (S) au voisinage de la solution
constante s sont fermées.

Exercice 9.

Considérons le systéme différentiel

{x’(t)
y'(t)

y(t),
1—a(t)® —y(t)*)y(t) — (1)
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1. Déterminer une solution non constante et périodique Xper = (Zper, Yper) pour la condition
initiale Xper(0) = (0, 1).

2.a. Calculer le systéme linéarisé au voisinage de la solution périodique Xper.

b. Vérifier que le vecteur tangent a I'orbite périodique est solution du systéme linéarisé.

c. Appliquer la méthode de la variation de la constante pour évaluer la résolvante du
systéme linéarisé en la période T' de la solution périodique.

3.a. Démontrer que 'application de premier retour de Poincaré définie au voisinage de
(0,1) est contractante.

b. En déduire le comportement asymptotique des solutions voisines de 'orbite périodique.



