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TD N°3. Equations différentielles linéaires

Equations différentielles linéaires a coefficients constants

Exercice 1.
Calculer les solutions des équations différentielles linéaires d’ordre un associées aux matrices

suivantes :

(4) A:(_ZQ é),oﬂw>0, (id) B:G }) (i) C =

= o O
O = O
S O =

Exercice 2.

1. Quelle est la forme générale des solutions de I’équation différentielle

vt e R, 2" (t) — 42" (t) + 52’ (t) =2 =07

2. Quelle est la solution de cette équation différentielle telle que x(0) = 2/(0) = 2”(0) =17

Exercice 3.

Discuter la stabilité de 1’origine pour les systémes linéaires d’ordre un associés aux matrices
suivantes, puis esquisser les portraits de phase correspondants :

(i) A = <(1) ;) (ii) B = (:; ;) (#ii) C' = <g :g),
(iv) D = (‘25 __152> . W E= (‘24 ‘f) .

Exercice 4.

Considérons un systéme formé par trois particules de méme masse dont le mouvement
U € CY(R,R?) est solution de I'équation différentielle

VteR, U'(t)=AU{t), ou A=[1 -2 1

1. Décrire les mouvements qui correspondent aux valeurs propres de la matrice A.

2. Discuter la stabilité de 'origine pour ce systéme linéaire d’ordre un et préciser la limite
lorsque t — +oo de la solution U de donnée initiale U(0) = (xo, Yo, 20)-

Exercice 5.

Soit f € C°(R,R). Considérons I'équation différentielle affine

Vvt eR, 2" (t) + x(t) = f(t).



1.a. Ecrire cette équation différentielle sous la forme d’un systéme différentiel du premier
ordre.

b. Calculer la résolvante de ce systéme linéaire.

2. A T’aide de la méthode de variation de la constante, exprimer les fonctions z et z’ en
fonction de f.

3. Supposons que f est 2m-périodique. Montrer que toute solution x de I’équation différen-
tielle est 2m-périodique si et seulement si

2 2

(s)sin(s)ds = (s)cos(s)ds = 0.
0 0

Exercice 6.

Soit (po, ..., pa—1) € R Considérons une solution u de 'équation différentielle
vt e R, u®(t) + pg_1u' V() + - - + poul(t) = 0,

telle que
vVt e R, |u(t)] <1+ /[t

Montrer que u est bornée sur R.

Equations différentielles linéaires dépendant du temps

Exercice 7.

Pour € € R, considérons la famille d’équations différentielles

vVt e R, 2" (t) + (1 + et)z(t) = 0.

1. Soit z. la solution de cette équation différentielle pour les conditions initiales z-(0) = 0
et 2L(0) = 1. Calculer le développement asymptotique a l'ordre 2 de la solution x. lorsque
e — 0.

2.a. Vérifier I'existence d’un nombre g9 > 0 tel que, quel que soit € €] — ¢, £9], la fonction
. posséde un plus petit zéro non nul 7.

b. Déterminer le développement asymptotique a ’ordre 2 du zéro T; lorsque € — 0.

Exercice 8.

1. Etant donnée une matrice A € My (R), posons
N
V(UL ..., Uy) € RNN, @u(U1,...,Ux) =) _det (Uy,...,AU;,...,Ux).
i=1
Montrer que
Y(Uy,...,Uy) € RN ®4(U,...,Uy) = tr(A) det(Uy,...,Uy).

2. Soit I un intervalle de R et (pg,...,py_1) € CO(I,R)V. Considérons I’équation différen-
tielle
Vi e I u™ () + py_1 () u N V@) + ...+ po(t) u(t) = 0.



a. Soit uy, ..., uy des solutions de cette équation. Montrer que le wronskien
i—1
vt e I, W(t) = det ((u\'"(t)1<ij2n),

vérifie .

V(to,t) € I2, W(t) = W (tg) e JoPN-1(s)ds
b. Vérifier que les solutions u1, ..., uy sont linéairement indépendantes si et seulement s’il
existe un nombre ¢y € I tel que W (tg) # 0.

3. Soit (u1,...,un) € CN(I,R)N. Supposons que le wronskien W de ces fonctions ne
s’annule pas sur I. Montrer que les fonctions uq, . . ., uy sont solutions d’'une méme équation
différentielle linéaire de degré N.

Exercice 9.

Pour N > 2, considérons N fonctions fi, ..., fy de classe CV~! sur un intervalle I de R,
et notons

n@) o In(t)

[ fa(®)

Vte I, W(f1,...,fn)(t) = det : :
N-1 N—-1
A0

1. Supposons qu'’il existe des nombres (Aq,...,Ay) € RY non tous nuls tels que

Vie I, Mfi(t)+...+ Anfn(t) =0.

Vérifier que
vte I, W(fi,...,fn)(t) =0.

2. Supposons que

Vte I, W(ft, ..., fn)®) =0, et W(fi,..., fn_1)(t) % 0.

Démontrer qu’il existe des nombres (Mg, ..., Ay_1) € R¥~! pour lesquels
N-1
vte I, fn(t) = Z Aifi(t).
i=1

3. Pouvons-nous nous affranchir de la condition

vt € Ia W(fla e 7fN—1)(t) ?é 07
de la question précédente ?

Exercice 10.
Soit I un intervalle de R et A € CY(I, Mn(R)).
lL.a. Pour k € N, calculer la dérivée de I'application ¢ — A(t).

b. En déduire que la fonction S définie par

Viel, S(t) =,



est de classe C1 sur T et satisfait

+oo 1 k—1
Vtel, S'(t)=> o ( AR A A(t)k“> :
k=0 " “i=0

2. Supposons que la fonction A est commutative, soit que
Y(s,t) € I?, A(t)A(s) = A(s)A(t).
Montrer que la résolvante du systéme différentiel X'(t) = A(t) X (¢t) est égale a

t
V(to,t) € ‘[2, R(ta tO) = 6ft0 Als) ds.

3. Applications. (i) Soit (a,b) € C*(R,R)2. Calculer la résolvante associée a la fonction

VtER, A(t) = (a(t) _b(t)> .
(77) Calculer la résolvante associée a la fonction

Ly
vt > 0, A(t):<6 1).

La formule de la question 2. est-elle valable ?

Exercice 11.
Soit A € C°(R, My (R)). Considérons le systéme différentiel

Vt e R, X'(t) = A(t) X (¢).

Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) Les résolvantes R(t,s) de I’équation sont des isométries.

(77) Quel que soit t € R, la matrice A(t) est antisymétrique.

Exercice 12. Méthode de tir.

Soit p € C°([0,1], R). Etant donnée une fonction f € C°([0,1],R), considérons le probléme
de Dirichlet

{vt € [0,1), —u"(t) + p(t) ult) = f(2),
u(0) = u(1) = 0.

1. Pouvons-nous directement appliquer les théorémes du cours & ce probléme de Dirichlet 7

2. Afin de résoudre ce probléme, considérons les problémes

Vt € [0,1], —v"(t) + p(t) v(t) =0,
v(0) =0et v'(0) =1,

{w € [0,1], —w"(t) + p(t) w(t) = f(t),
w(0) = w'(0) = 0.

Montrer que chacun de ces problémes posséde une unique solution de classe C? sur [0, 1].



3. Montrer que u est solution du probléme de Dirichlet si et seulement s’il existe A € R tel
que u=w+ v et w(l) = —Av(1).

4. Supposons que le probléme homogéne

{w € [0,1], —y"(t) + p(t) y(t) =0,
y(0) = y(1) =0,

posséde pour unique solution y = 0. Montrer que le probléme de Dirichlet posséde une
solution unique.

5. Supposons que
vt € [0,1], p(t) > 0.

Montrer que le probléme de Dirichlet posséde une unique solution.

Equations différentielles linéaires périodiques

Exercice 13.

Soit A € C°(R, My (R)) une application T-périodique. Démontrer que X € C*(R,RY) est
une solution T-périodique du systéme différentiel

vVt e R, X'(t) = A(t) X(t),

si et seulement si X (0) appartient au sous-espace propre Ej(R(T,0)) de la résolvante
R(T,0) pour la valeur propre 1.

Exercice 14.

Soit @ € CY(R,R) une fonction T-périodique. Notons Ry(t,s) la résolvante du systéme
différentiel linéaire d’ordre 1 associé & I’équation différentielle

vVt eR, 2" (t) + a(t) z(t) =0,

et supposons que Ry(T,0) est elliptique.

1. Soit v > 0. Considérons I'équation différentielle amortie
vt € R, 2" (t) + 2/ (t) + a(t) z(t) = 0.

Montrer que le déterminant de la résolvante R (T, 0) associée & cette équation différentielle
amortie est strictement inférieur & 1.

2. Que pouvons-nous en déduire quant a la stabilité de cette équation différentielle amortie
lorsque ~ est assez petit ?

Exercice 15.

Soit a € C°(R, R) une fonction 1-périodique. Notons R(t, s) la résolvante du systéme diffé-

rentiel linéaire d’ordre 1 naturellement associé a ’équation différentielle

vt € R, 2"(t) + a(t) z(t) = 0.

1. Démontrer que R(t,s) est a valeurs dans SLa2(R).

2. Supposons qu’il existe des nombres € > 0 et 0 < w < 7 tels que

Vt € R, a(t) = w? + £ cos(2nt).



Démontrer que toutes les solutions de ’équation différentielle sont bornées sur R lorsque
le nombre ¢ est assez petit.

Exercice 16.

Soit (g,7v) € R?. Considérons 1’équation différentielle
vt € R, 2" (t) + vy a'(t) + (1 + & cos(2t))x(t) = 0.
Discuter la stabilité du point d’équilibre z, = 0 lorsque :

()y=0et0<e<1, (i)0<y<e<l.



