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Master 1 Mathématiques 2024-2025

Examen de rattrapage

La durée de cet examen est de une heure et trente minutes. Les trois exercices sont indé-
pendants. L’usage de tout appareil électronique est interdit.

Exercice 1. (6 points)
Soit
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1.a. Déterminer le spectre et les espaces propres de la matrice A.
b. Soit t € R. En déduire la valeur de la matrice ‘4.

2. Considérons le systéme linéaire

X'(t) = AX ().

a. L’origine est-elle asymptotiquement stable pour ce systéme linéaire 7 Est-elle stable ?
b. Esquisser le portrait de phase associé & ce systéme linéaire.

3. Considérons le probléme de Cauchy

Ce probléme de Cauchy admet-il une solution ? Si oui, déterminer I’ensemble des solutions
de ce probléme de Cauchy.

Exercice 2. (6 points)

Soit E et F' deux espaces de Banach munis des normes || - ||z et || - ||r. Etant donnée une
application continue 7' : £ x F' — E et un vecteur y € F', nous notons 7} 'application
définie par

Ve e B, T)(z) =T(z,y),

et nous supposons qu’il existe un entier p > 2 et un nombre 0 < K < 1 tel que, quel que
soit le vecteur y € F, I'itéré p fois T)) = T o ... o T, de lapplication T} satisfait

V(:L’l,wg) S EQ, |

TP (w1) — TP (@) ||, < K71 — 22| -

l.a. Soit y € F' fixé. Vérifier qu’il existe au plus un vecteur v € F tel que

Ty(v) =v.

b. Montrer qu’il existe un unique vecteur u(y) € E tel que

TP (u(y)) = u(y).



c. En déduire qu’il existe un unique vecteur v(y) € E tel que
Ty(v(y) = v(y).
2.a. Soit yg € F. Vérifier que
Yy € F, v(y) — v(yo) = TF (v(y)) — TP (v(yo)) + TF (v(yo)) — Tk (v(yo))-
b. En déduire que

vy € F, |[o(y) — v()| 5 < ﬁHTﬁ(”(?JO)) = T3 (v(0)) [| -

c. Conclure que application y — v(y) est continue de F' dans E.

Exercice 3. (8 points)

Etant donné un nombre réel a, considérons le probléme de Cauchy

l.a. Montrer que le probléme de Cauchy précédent admet une unique solution globale
rq € CH(R,R).

b. Déterminer ’expression de cette solution lorsque a = 0.

2. Soit 0 < 7 < 1. Considérons 'application ® définie par

¥(a,z) € R x C°([~,7],R), Vt € [-7,7], ®(a,z)(t) = z(t) —a + /0 sin (z(s)) ds.

a. Vérifier que I'application ® est bien définie de R x C°([—7,7],R) dans C°([—7, 7], R).

b. Montrer qu’elle est différentiable de R x C°([—7, 7], R) dans C°([—7, 7], R), et que, quels
que soient (a,r) € R x CO([—7,7],R),

V(h,y) € Rx CO([—T, 7],R), Vt € [—7, 7], d<I>(a,x)(h,y)(t) = y(t) —h—i—/o cos (ac(s)) y(s)ds.

c. En déduire que I'application ® est de classe C* de R x C([—7, 7], R) dans C°([—7, 7], R).

3.a. Etant donnée une fonction g € C°([—7, 7], R), considérons I’application

vy € CO[—7, 7], R), ¥t € [—7,7], 0(y) () = g(t) — /0 y(s) ds.

Vérifier que 'application @ est une contraction de C°([—7, 7], R).

b. En déduire que la différentielle partielle d,® ) est inversible de CO([—7,7],R) dans
C([-7,7],R).

c. Conclure qu’il existe un nombre o > 0 telle que Iapplication a — z, est de classe C! de
] — a, af dans CO([-7, 7], R).



