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Devoir a la maison N°2

Exercice 1. Portrait de phase d’un systéme linéaire.

1. Soit
0 -1
A (2 _2).

a. Déterminer les valeurs propres complexes A1 et Ao de la matrice A.
b. La matrice A est-elle diagonalisable ? Si oui, déterminer une matrice P € GL3(C) telle
que
A0 1
A=P P
(%)
et calculer son inverse.

c. Soit t € R. En déduire la valeur de la matrice et.

2. Considérons le systéme linéaire
X'(t) = AX (). (1)

a. L’origine est-elle asymptotiquement stable pour ce systéme linéaire 7 Est-elle stable ?

b. Soit a = Re(A1) et b = |Im(A2)|. Déterminer une matrice @ € GL2(R) telle que
. a b -1
A=Q (—b a) Q.

c. Soit B = (e1,e2) la base de R? formée par les vecteurs colonnes de la matrice @, et
Xo = x0e1 + yoea une donnée initiale dans R%. Déterminer I'expression des coordonnées
(x(t),y(t)) de la solution associée X du systéme linéaire (1) en fonction des nombres x et

Yo-

d. En déduire le portrait de phase du systéme linéaire (1).

Exercice 2. Résolution d’équations matricielles.

Soit M € My(C) une matrice telle que

VA € o(M), Re(N) < 0.

1. Soit || - || une norme d’algébre sur My (C). Vérifier qu’il existe des nombres strictement
positifs C' et v tels que
Ve >0, M) < cet.

2.a. Soit (A, B) € My (C)2. Vérifier que le probléme de Cauchy

M'(t)=AM(t)+ M(t) B,
M(O) = MO’



posséde une unique solution M € CH(R, My (C)) quelle que soit la donnée initiale My €
My (C).

b. Déterminer la valeur explicite de la solution M (t) au temps ¢ en fonction des matrices
A, B et Mo.

3. Supposons que
VYA€ o(A)Uao(B), Re(N) <0.

a. Vérifier qu’il existe des nombres K > 0 et 7 > 0 tels que

vt >0, [|[M)]| < Ke ™.

b. Soit C' € My(C). Vérifier qu’il existe une matrice M € My (C) telle que
AM+ MB =C, (2)
et déterminer la valeur de la solution M en fonction des matrices A, B et C.

c. Montrer que la matrice M ainsi déterminée est I'unique solution de I’équation (2).

Exercice 3. Comportement asymptotique d’un systéme non linéaire.

Considérons le probléme de Cauchy

x'( x
y(t) = —gz(t)y(t) +1-y(t), (3)
2(0) =z0, et y(0)=yo.

1.a. Soit (xq,y0) € R2. Vérifier qu’il existe un unique temps maximal 7' € [0, +-00] et une
unique solution maximale (x,y) € C1([0, T[,R?) de ce systéme différentiel pour la donnée
initiale (g, yo) € R2.

b. Déterminer la solution maximale (x,y) du probléme de Cauchy (3) lorsque z¢ = 0.
2. Dans toute la suite de cet exercice, nous supposons que la donnée initiale (xq, yo) satisfait

xg >0, et yo=1.

a. Montrer que la solution maximale (z,y) associée a cette donnée initiale satisfait
VO<t<T,z(t)>0, et y(t)>D0.
b. Vérifier que
VO<t<T,z(t)+y(t) =1+ z0e "
c. En déduire que la solution maximale est globale, soit qu’elle est définie sur [0, +oo].

3.a. Montrer que
vVt >0, y(t) <1.

b. En déduire que la fonction z est décroissante sur [0, +0o0[.
c¢. Conclure que

z(t) — 0, et y(t) — L

t—+o0 ’ t——+o0



