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Corrigé de ’examen

Exercice 1.

l.a. Le polynéme caractéristique x4 de la matrice A est égal a

A 1

VA € R, XA()‘) = ‘2 A4 2

‘:)\2+2)\+2: A+1—i)(A+1+14),
de sorte que le spectre de cette matrice vaut
o(A)={—-1—i,—1+i}.

De plus, si Z = (21, 22) € C? est un vecteur propre associé & la valeur propre —1 — i, alors,

—Z29 = *(1 + i)Zl,
221 — 229 = —(1 +1) 22,

ce qui équivaut au fait que zo = (1 + 7)z;. L’espace propre E_;_;(A) est donc engendré
par le vecteur propre
1
P = -
! <1 + z)

De méme, si Z = (21, 22) est un vecteur propre associé a la valeur propre —1 + 4, alors,

{—22 = (—1+1)z,

221 — 229 = (—1 + i)ZQ,
ce qui équivaut au fait que zo = (1 — i)z1. L’espace propre F_14;(A) est donc engendré

par le vecteur propre
1
Pe(,1)

b. Soit t € R. Considérons la matrice des vecteurs propres

11
P_<1+z' 1—1')'

D’aprés la question 1.a, nous avons

de sorte que

tA _ —(1+9) 0 1\ e 0 _1

Sachant que




nous arrivons a
A i <(z — l)efit + (1.+ i)e’t ‘ efit — e’f A >
24 2(e’ — ™) —et 47 (et + e ™)
Il suffit alors d’appliquer les formules d’Euler
et 4 it it _ it

cos(t) = — et sin(t) = 5
i

pour conclure que

A _ ot <cos(t) + sin(t) —sin(t) ) '

2sin(t) cos(t) — sin(t)

2.a. D’aprés la question 1.a, les deux valeurs propres de la matrice A sont de partie réelle
—1 strictement négative. L’origine est donc stable et asymptotiquement stable pour le
systéme linéaire associé a la matrice A.

b. Considérons le vecteur propre P; = e1 + iea, ol

o) = o)

Aer +1Aey = —(1 + i)(el + ieg) = —e1 + e+ i(—el — 62),

Par définition, nous avons

de sorte que
Aei = —e1tey, et Aey=—e1 —es.

Sachant que les vecteurs e; et es ne sont pas colinéaires, ils forment une base de R?, et la
matrice de passage @ € GL2(R) associée satisfait

A=Q (‘E j) Q' =—L+QIQ™,

oll nous avons noté

Nous calculons donc

Vi € R, et = o t2HQIQT! _ o=t 1QIQT! _ o—t g ot 1,

Vérifions alors que

ot (cos(t) —sin(t)>'

= \sin(t)  cos(t)

En effet, nous avons

(Colty o)~

et

A d (cos(t) —sin(t)> _ (— sin(t) —cos(t)> _J <cos(t) —sin(t))l

" dt \sin(t)  cos(t) cos(t)  —sin(t) sin(t)  cos(t)



Par unicité de la solution du probléme de Cauchy

MI(t) = TM(2),
M(O) = 127

nous déduisons des formules précédentes que

ot (cos(t) - sin(t)> 7

sin(t)  cos(t)
et nous concluons que
tA _ —t cos(t) —sin(?) -1
¢h=e @ <sin(t) cos(t) @

Considérons alors la solution X € C!(R,R?) de I'équation X'(t) = AX(t) pour la donnée
initiale X (0) = X, et supposons que le vecteur Xy s’écrive sous la forme Xy = zpe; +ypeo.
Nous déduisons de la formule précédente que

Vt e R, X (t) = zpete; +ypettey = e (:Uo(cos(t)el +sin(t)ez) +yo(—sin(t)e; +cos(t)62)>.
Par conséquent, les coordonnées (z(t),y(t)) de X (t) dans la base (e, e2) sont donnés par

les formules
{:c(t) =e ! (:L‘o cos(t) — yo sin(t)),
y(t) = e (g sin(t) + yo cos(t)).

En particulier, nous observons que
() +y(t)* = e (a5 + u5)

de sorte que les solutions parcourent des spirales dans la direction de 'origine. En conclu-
sion, nous aboutissons au tracé suivant des solutions :

45
4
35
2
25
2

2 4

NS

Il s’agit d’un portrait de phase de type foyer stable.

3.a. Pour € € R, nous observons que 'application A est bien définie et continue sur R, a
valeurs dans My (R). Par la version affine du théoréme de Cauchy-Lipschitz, quelle que soit

w



la condition initiale Xy € R?, il existe donc une unique solution globale X, € C'(R,R?) du
probléme de Cauchy

vt € R, Xé(t) = A (1) Xc(t),
X.(0) = Xo.

b. Soit 7 > 0 fixé. Considérons 'application A : R — CO([—7, 7], Ma(R)) définie par
Ve € R, A(e) = A..

L’application A est bien définie sur R, & valeurs dans C°([—, 7], M2(R)). De plus, il s’agit
d’une application affine en la variable e, puisque

V(e t) € R, A(e)(t) = A+ eB(1),

ou

e B (coz(t) _Sionw) .

L’application A est donc de classe C*° sur R, avec
VeeR, A(e)=B, et Vk>2 A¥()=0.

Par la version affine du théoréme de dépendance continue, nous savons par ailleurs que
'application qui & une fonction A € C°([—7, 7], M2(R)), associe la solution X € C!([-7,7],
R?) du probléme de Cauchy

X'(t) = A@)X (1),

X(0) = Xo,

est de classe C* de CO([—, 7], M3(R)) dans C*([—7, 7], R?). Par composition, Papplication
qui & un nombre € € R, associe la solution X. € C!'([—7,7],R?), est également de classe
C>® de R dans C*([—7,7],R?). En particulier, les fonctions

d

et lefX

Yo = (Xs)|€:0a dE( 5)|s:0’

sont bien définies et de classe C! de [—, 7] dans R2. Sachant que le nombre 7 est arbitraire,
elles sont en fait de classe C' de R dans R?. Enfin, par la formule de Taylor-Young, elles
satisfont

Ve eR, X, =Yy +¢eY1 +eR.,

avec
HRé‘Hcl([_T,T],W) e 0.
4.a. D’apres la question 3.b, la fonction Yy est I'unique solution du probléme de Cauchy
)/E)(O) = XO,

de sorte que
Vit e R, Yy(t) = e X,.

b. Comme le développement de la question 3.b est valable dans C!([—7, 7], R?) pour tout
nombre 7 > 0, nous savons que

X! =Yy +eY{ +eR.,



avec

HR;HCO([—T,TLR?) aj[) 0-

Il suffit donc de développer I’équation satisfaite par la fonction X, pour obtenir

Vi € [—7,7), Yo(t) +eY{(t) + eRL(t) = A-(t)Yo(t) + e A (t)Y1(t) + e A (t) R=(1).
Sachant que A.(t) = A + B(t), nous arrivons au développement
Y§(t) + Y] () + RL(E) = AYo(t) +£(B()Yo(t) + AVi(1)) + 2 (A=(8) Re(t) + eBN(E)),
L’identification du terme d’ordre un de ce développement conduit & I’équation
vt € [—7,7], Y{(t) = B(t)Yo(t) + AYi(1).

Sachant que le nombre 7 est ici arbitraire, cette équation est en fait valable sur R. De plus,
pour t = 0, nous avons

Xo = X:(0) = Yo(0) +€Y1(0) + £R(0).

Sachant que Yp(0) = X par la question 3.b, l'identification du terme d’ordre un de ce
développement fournit la condition initiale

et la fonction Y] est bien solution du probléme de Cauchy

Vt € R, YI(t) = AYy(t) + B(t)Yo(t),
Y1(0) = 0.

c. D’aprés la question 4.b, nous pouvons appliquer la méthode de variation de la constante
afin d’obtenir

t
Vi e R, Yi(t) = Y1 (0) + / =94 B(s) Yo (s) ds.
0

Comme Y7(0) = 0 et Yy(s) = e*4 X par les questions 4.a et 4.b, nous concluons que

t
Yi(t) = / =94 B(s) e X ds.
0

Exercice 2.

l.a. Comme la fonction B est continue sur R a valeurs dans My (C), la résolvante ¢ —
R(t,0) est bien définie et de classe C! sur Ry a valeurs dans GLy(C), et elle satisfait

vt >0, %(R(t,o)) = B(t) R(t,0).

Sachant que
R(Oa 0) = INa

nous pouvons intégrer cette équation afin d’obtenir

R(t,0) = R(0,0) + /Ot di(R(s,O)) ds = Iy + /OtB(s) R(s,0)ds.

S
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b. Par définition du produit scalaire (-, -), nous pouvons calculer

V(M,H) € My(C)?, M + H|* = |M|* + (H, M) + (M, H) + || H||?

_ 2
= IM|"+ (H, M) + (M H) + | o 1),

ce qui assure que la fonction A définie par
VM € My(C), N(M) = | M]P?,
est différentiable, donc continue sur My (C), avec
V(M,H) € Mn(C)?, dN'(M)(H) = (H, M) + (M, H).
Nous déduisons alors de I'inégalité de Cauchy-Schwarz que
| AN (M)(H) — dN (My)(H)| = [(H, Mz — My) + (Mz — My, H)| < 2| Mz — My || H],

de sorte que

My)(H) — dN (M) (H
sup |dN (Mo)(H) — dN (M;)( )’§2||M2—M1|| .o
HeMy(C)\{0} | H Mz—M,

L’application différentielle dN est donc continue et nous concluons que la fonction N est
de classe C! sur My (R).

Sachant que 'application ¢ — R(t,0) est de classe C' sur R, nous déduisons de la question
1.a que la fonction ® est bien définie et de classe C! sur R, et nous pouvons calculer

vt 20, 9/(t) = dA Iy + /O "B(s) R(s.0) ds) (B(1)R(1,0))
_ <B(t)R(t,O),IN—|—/OtB(s) R(s,0)ds) 1N+/ B(s) R(s,0) ds, BU)R(1,0) ).
11 suffit alors d’appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour obtenir
®(6) < 2|BO)| [Ret.0)| |1 + /OtB@ R(5,0) ds|.

Il découle ensuite de I'identité de la question 1.a que

|R(t,0)| < HIN n /OtB(s) R(s,0) ds|],
et nous concluons que
@'(t) < 2| BO)| |1 + /OtB<s) R(s,0)ds||” < 2B 2(1)
c. Nous déduisons de 'inégalité de la question 1.b que

vt >0, (e—2f5||B<s>Hdsq>(t))/_e—2f0||Bs>Hds<q)/ —2||B(t)|| ®(t ) 0,

de sorte que
t
e 2o IBGds g(1) < $(0).



Nous calculons alors
®(0) = |[In|* = tr(I}) = N,

d’ou l'inégalité
B(t) < NeJo Bl ds,
11 suffit donc de revenir & la question 1.a pour obtenir
|R(t,0)|)> < ®(t) < N 2o I1BEG)ds,
ce qui conduit a I'inégalité
|R(t,0)|| < VN elo IBG)lIds,

d. Rappelons que par la question 1.c,

Wt >0, |R(t,0)|| < VN elo 1B ds.

Comme l'intégrale 0+°° ||B(s)|| ds est convergente, il vient

|R(t,0)|| < VN elo ™ I1BG)lds,

ce qui permet d’affirmer que la fonction ¢ — R(t,0) est bornée sur R .

2.a. Comme a la question 1.a, nous déduisons de la formule

vt >0, %(R(t,o)) = B(t) R(t,0),

que

¢
W > s> 0, R(£0) — R(s,0) = / B(u) R(u, 0) du.
Sachant que la fonction u — R(u,0) est bornée sur R, il existe un nombre C' > 0 tel que

Yu > 0,

R(u,0)|| < C,

de sorte que
76,00~ R0 < [ B A0 v <€ [ B0 du

b. Considérons d’abord la suite de matrices (R;,),>0 définie par
Vn >0, R, = R(n,0).

Nous déduisons de la question 2.a que

n +oo
V20> 0, R~ Rl <€ [ BG)|dus 0 [ B@) du

m

Comme l'intégrale 0+°° || B(u)|| du est convergente, nous savons que

+o0o
c/ IB@)|du — o.

m—-+00



Etant donné un nombre € > 0, il existe donc un entier N > 0 tel que
“+o0o
VYm > N, C/ HB(u)HduSs,
m

ce qui assure que
Vn>m> N, ||R, — Rnl| <e.

Par conséquent, la suite (Ry,)n>0 est de Cauchy. Comme l'espace des matrices My (C) est
complet, il existe une matrice Ry € My (C) telle que

R(n,0)=R, — Re.

n—-+oo
Nous revenons alors & la question 2.a pour affirmer que

Vt>m > N,

R(t,0) — R < ||R(t,0) — R(m,0)| + || R(m, 0) — R ||
< c/nj |B(w)| du+ | R(m, 0) — Rao|.

Sachant que

c/; 1B du < c/m+°° 1B du <<

nous obtenons

|R(t,0) = Roo|| < &+ ||R(m,0) — R

)

et nous déduisons de la convergence de la suite (Ry,)n>0 'existence d’'un nombre M > 0
tel que
vt > M, ||R(t,0) — Reo|| < 2e,

ce qui équivaut au fait que

R(t,0) e Ro.
3.a. Notons o(A) = {A1,...,An} le spectre de la matrice A. Comme cette matrice est
diagonalisable, il existe une matrice P € GLN(C) telle que

A 0 ... 0
A=p|" P
0
0 0 Ay
de sorte que
e 0 0
tA 0 -1
VieR, e =P P,
: -0
0 ... 0 e
Par hypothése, nous savons de plus qu’il existe des nombres réels 0y, ..., Oy tels que

V1 <j <N, ) =ib;,



d’ou la formule

et 0 0
etA — P 0 P—l
0
0 0 eitGN

Nous pouvons alors borner la norme

)

el =, mas[e],,

de la matrice 4. Etant donnés deux entiers 1 < k, ¢ < N, nous avons en effet

N
(e = 2 Prane™ [P71],,.0
m=1
ce qui assure que
N
MetA]k;,e‘ < Z ‘Pk,mH[P_l]m,z‘v
m=1

et nous concluons que
vVt € R,

}etAHoo < C’

ou

N

C = max g ‘P HP_l ‘

1<k SN £~ [P ]
m=

En particulier, Papplication ¢ — e'4 est bornée sur R.

b. L’application ¢t — e~ est bien définie et de classe C' sur R,. Comme Papplication

t — A+ B(t) est continue sur Ry, la résolvante ¢ — R(t,0) est aussi bien définie et de
classe C! sur R, et par produit, 'application S est également bien définie et de classe C*
sur R;. De plus, nous calculons

W > 0,8(t) = %(e_tA)R(t,O) + e_tA%(R(t, 0)).

Sachant que

d 4y _ —tA _ d _
@(e A)——Ae A= o4, et a(R(t,O))—(A—l—B(t))R(t,O),

nous obtenons

S'(t) = —e AR(L,0) + e (A+ B(t))R(t,0) = e M B(t) R(t,0) = e " B(t)e'AS(t).
c. Introduisons la norme || - [|2 sur My (C) définie par

MX
VM € My(C), |M||,= sup | l2

xeemqoy X2

oil || - || désigne la norme hermitienne canonique de CV. La norme || - ||z est une norme
d’algébre sur My (C), et nous pouvons donc calculer

vt >0, [T 4B, < [le |, [ BO, e,

9



D’aprés la question 3.a, il existe un nombre positif C' tel que

<G,

d’ou I'inégalité

le B0, < C*[|B®],-

Par équivalence des normes dans ’espace vectoriel de dimension finie My (C), il existe
donc un nombre A > 0 tel que

le BB < C2A|| B

Sachant que l'intégrale f0+oo HB H dt est convergente, nous déduisons de l'inégalité pré-
cédente que l'intégrale f0+°° He_tAB (t) tAH dt est aussi convergente.

d. Par définition de la fonction S, nous savons que
S(0) = e " R(0,0) = Iy x Iy = Iy.
D’apres la question 3.b, cette fonction est aussi solution de ’équation différentielle linéaire
Vt e R, S'(t) = e B(t)e!AS(t).

Par unicité de la résolvante, il s’agit donc de la résolvante PR(¢,0) associée a ’équation
différentielle linéaire

X'(t) = BH)X (1),

oll nous avons noté

Vt € R, B(t) = e M B(t)et

Sachant que
+oo
/ |B(t)]| dt = / e~ B(t)e'|| dt < +oo,
0 0

par la question 3.c, nous déduisons de la question 2.b qu’il existe une matrice Soo € My (C)
telle que
R(t,0) — S
t—+o00

Comme R(t,0) = S(t) = e " R(t,0), nous concluons que

eMR(,0) — Sx.

t—+o0

4.a. Considérons une solution x de classe C2 sur R, et posons

Vi >0, X(£) = (;%) .

La fonction X est de classe C! sur Ry, et elle satisfait

iy — (TN z'(t) B
X'(t) = (;ﬂ’(t)) = <_(1+q(t))x(t)> = (A+ B(t))X(t),

oll nous avons noté

0 1
A_<_1 0), et Vt>0, B(t)

Il
/I'\
S o
~
N~—
o o
N
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Réciproquement, si X = (X1, X2) € C'(Ry,R?) est solution de ce systéme différentiel,
alors, les fonctions X7 et X9 satisfont

Vi eI, X{(t) = Xa(t), et Xp(t)=—(1+q(t)X1(t).

Par la premiére de ces formules, la fonction = X7 est de classe C2 sur Ry, et par la
seconde, elle satisfait
2" (t) + (14 q(t))z(t) = 0.

L’équation différentielle est donc bien équivalente au systéme différentiel du premier ordre

X'(t) = (A+ B(t)) X (¢).

b. Nous cherchons & appliquer la question 3.d & la résolvante R(t,0) du systéme différentiel
obtenu a la question 4.a. Nous commencons par diagonaliser la matrice

A:(_Ol (1))

YA ER, xa(A\) = A2+ 1,

Son polynéme caractéristique vaut

et ses racines complexes sont donc égales & i et —i. En particulier les valeurs propres de
la matrice A sont imaginaires pures. De plus, si Z = (21, 22) € C? est un vecteur propre
associé & la valeur propre —1, alors,

2 = —i21,

—Z1 = _iZ27

ce qui équivaut au fait que zg = —iz;. L’espace propre E_;(A) est donc engendré par le

vecteur propre
uy = ]
—1

De méme, si Z = (21, 22) est un vecteur propre associé a la valeur propre ¢, alors,

z9 =121,
—Z21 = iz27

ce qui équivaut au fait que zo = iz;. L’espace propre E;(A) est donc engendré par le vecteur

propre
(2

ug = | ..

1

En particulier, la matrice des vecteurs propres

satisfait

de sorte que

—it
VEER, 4 =P (e Qt> P
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Nous calculons alors
pl_ l 7 —1
21\t 1)’

a1 (i(eit +e ) el — el > _ ( cos(t) sin(t)> ‘

2i \ et —et (e 4 e —sin(t) cos(t)

puis

En paralléle, nous observons que

vt € R,||B(@)||* = tr('B{)B(t)) = q(t)?,

+oo
/0 |B(®)]| dt = /0 lg(8)] dt < +oo.

Nous pouvons donc appliquer la question 3.d et trouver ainsi une matrice Soo € My (C)
telle que

de sorte que

eTUR(,0) = Seo.

t—4o00

Etant donnée une solution z € C%(R,,R) de I'équation différentielle considérée, nous dé-
duisons par ailleurs de la question 4.a et de la définition de la résolvante R(t,0) que

ek (1) ~Reo (7).

d’ou la formule

puis la convergence

Nous calculons alors
— xz(t)\ _ [x(t) Cos(t) — 2/(t) sin(t)
a'(t)) — \@(t)sin(t) + 2/ (t) cos(t) )’
et nous déduisons de la convergence précédente qu’il existe des nombres ao, € Ret S € R

tels

x(t) cos(t) — 2/ (t) sin(t) e Qoo
z(t)sin(t) + 2/ (t) cos(t)  — Soo-

t—-+o00

Il suffit enfin de remarquer que

2(t) — Qoo c08(t) — Boo sin(t) = cos(t) (z(t) cos(t) — 2'(t) sin(t) — o)
+ sin(t) (z(t) sin(t) + 2’ (t) cos(t) — Boo),

pour conclure que
x(t) — Qoo COS(t) — Boo sin(t) — 0.

t——+00
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