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Corrigé de ’examen

Exercice 1.

1.a. Le polyndme caractéristique y 4 de la matrice A est égal &

A+3 0

‘:(/\+3) (A—2).

de sorte que le spectre de cette matrice vaut
o(A)={-3,2}.

De plus, si X = (21, 22) € R? est un vecteur propre associé a la valeur propre —3, alors,

—3%’1 = —3$1,
10x1 + 229 = —3x9,
ce qui équivaut au fait que 2x; + x9 = 0. L’espace propre E_3(A) est donc engendré par

le vecteur propre
o — -1
1=1{ 9 |

De méme, si X = (z1,z2) est un vecteur propre associé a la valeur propre 2, alors,
*3561 == 2561,
101 + 222 = 229,

ce qui équivaut au fait que x; = 0. L’espace propre Fs(A) est donc engendré par le vecteur

propre
o — 0
2=\

b. Soit ¢ € R. Considérons la matrice des vecteurs propres

p:<‘21 ‘f)

D’aprés la question 1.a, nous avons

de sorte que

Sachant que




nous arrivons a
6tA _ e—3t 0
2(62t . e—3t) o2t )

2.a. D’aprés la question 1.a, la matrice A posséde une valeur propre 2 de partie réelle
strictement positive. L’origine n’est donc ni stable, ni asymptotiquement stable pour le
systéme linéaire associé a la matrice A.

b. Considérons la solution X € C'(R,R?) de donnée initiale X (0) = X, et supposons que
le vecteur X s’écrive sous la forme Xg = xpe; 4+ yoes dans la base de vecteurs propres
B = (e1, e2). Nous savons alors que

Vte R, X(t) = e Xy = zoetler + yoetles = zoe er + yoeles.

Par conséquent, les coordonnées (z(t),y(t)) de X (t) dans la base B sont donnés par les
formules

x(t) = zoe 3,

y(t) = yoe*.
En particulier, nous observons que

z(t)? y(t)° = 2§ vp-
Lorsque xo = 0, nous constatons que
VteR, z(t) =0, et y(t)=yoe*,

de sorte que la solution parcourt la droite z = 0 en s’éloignant de l’origine. De méme,
quand yo = 0, nous avons

Vt € R, z(t) = z0e 3, et y(t) =0,

et la solution parcourt la droite ¥y = 0 en convergeant vers 'origine. Enfin, si g # 0 et
yo # 0, la solution parcourt les courbes d’équation

qui sont de type hyperbolique. Cette étude permet d’aboutir au tracé suivant des solutions




Il s’agit d’un portrait de phase de type point selle ou point col.

Exercice 2.

l.a. Etant donnée une solution z. € C2(R,R) de I'équation différentielle
2{ () + ac(t) ze(t) = 0,
nous posons

a:(t)

La fonction X, est alors bien définie et de classe C! de R dans R?, et elle satisfait

wer xt- (H0) - (L0 ).

Vi e R, X.(t) = <‘”f(t)> .

Il suffit donc de poser

0 1
VteR, A(t) = (—a(z(t) (1)> - <_116(1 + Esin(t)) 0) ’

pour obtenir I’équation différentielle
XL(t) = Ac(t) Xe(1). (1)

Notons de plus que 'application A, est de classe C*° de R dans Ms(R), puisque la fonction
a. est de classe C*° de R sur R.
T
X.=("7°),

est une solution de classe C* sur R de I’équation (1), alors les fonctions x. et y. sont de
classe C! de R dans R, et satisfont

eR, {xgof) = (1),
(1) = () ze(1).

Réciproquement, si une fonction

La fonction z. est donc de classe C? sur R, et sa dérivée x, est égale a la fonction y.. Elle
vérifie donc
vt € R, l',e,(t) = yé(t) = —ag(t) (1),

ce qui suffit & montrer ’équivalence entre les deux équations.

b. Soit (s,t) € R?. Comme la fonction A. est de classe C*° de R dans Mz (R), la version
affine du théoréme de Cauchy-Lipschitz assure que, quelle que soit la condition initiale
X (s) € R?, il existe une unique solution X, € C!(R,R?) de I'équation différentielle (1). La
valeur X.(t) de cette solution est donc bien définie, ce qui suffit & montrer que la résolvante
R.(t,s) est également bien définie.

Nous savons de plus que cette résolvante satisfait

det(R.(t,s)) = exp ( / t tr( A (u)) du>.

Sachant que
Vu € R, tr(As(u)) =0,



nous concluons que

det(R.(t,s)) = exp(0) = 1.

2.a. Pour € = 0, la fonction Ay est identiquement constante, puisqu’elle vaut

1
WGRMM0:<01 )
—% 0
Rappelons alors que I’équation (1) équivaut a I’équation différentielle du second ordre

Lot = 0.

z0(t) + 15

Nous savons que les solutions de cette équation différentielle & coefficients constants sont
de la forme

Vt € R, zo(t) = acos <£> + [sin (%),

pour des nombres réels a et 3. La dérivée de ces solutions vaut donc

zh(t) = —% sin <£> + gcos (%)

Par 1'équivalence de la question 1.a, les solutions de ’équation (1) s’écrivent donc sous la

forme
Q Ccos (ﬁ) + [sin <£)
Xo(t) = Qi (1 B t ’
—2 Sin (Z) + 1 COS (1)
et valent donc pour ¢t =0
Q@
0= (3).
1
Sachant que
cos (i 4 sin (i)

-7 sin 1 CcoS (ﬁ)
0) q

nous concluons par définition de la résolvante Ry(t,

Ro(t.0) cos. (ﬁ 4 sin( (%)

b. Il découle de la question 2.a que

tr(Ro(2r,0)) = 2 cos (g) ~0.

3.a. Par le théoréme de dépendance différentiable, nous savons que 'application ® qui a
une fonction A € C%([0, 2], M2(R)) associe I'unique solution M € C1([0,27], M2(R)) du
probléme de Cauchy

M'(t) = A(t) M(t),

M(0) = In,
est de classe C*°. Sachant que lapplication A qui & € € R, associe la fonction A, €

C°([0,27], M2(R)) est bien définie et affine, elle est de classe C°*° sur R, de sorte que par
composition, la fonction ® o A est de classe C* de R dans C'([0, 27], Ma(R)).



Rappelons alors que la résolvante R.(t,0) est 1'unique solution dans C!'(R, M3(R)) du

probléme de Cauchy
M(t) = Ac(t) Mc(),
M:(0) = Iy.

L’application ® o A vérifie donc
Ve e R, Vt € R, ® o A(e)(t) = R:(¢,0).
Comme elle est de classe C*° de R dans C*([0, 27], M2(R)), et que

V(ElaEQ) S R27 ‘HRsl (271'70) - R€2(27T7 O)H‘ S tén[oa;;] H‘Rsl(t,O) - REQ(t’O)H’
< 1B (50) = Bey (5 0)lex 0,0 ata )

nous concluons que l'application € — R.(27,0) est continue de R dans M3s(R). Sachant
que la trace est continue sur Ms(R), 'application & +— tr(R.(27,0)) est aussi continue sur
R.

D’apreés la question 2.b, nous savons que
tr(Ro(2m,0)) =0,
et par continuité, il existe donc un nombre £¢ > 0 tel que

V—eg <e< e,

tr(Re(2m,0))| <2,

b. Le polynome caractéristique y. de la résolvante R.(2m,0) vaut
YA ER, xo(A) = A? — tr(R(27,0)) A + det (R. (2, 0)).
Le discriminant de ce polynéme vaut
Ac = tr(Re(2m,0))% — 4det(R.(27,0)).
D’aprés les questions 1.b et 3.a, ce discriminant satisfait
A, <4—-4=0,

et le polynéme caractéristique y. posséde donc deux racines complexes p et i, qui sont
conjuguées puisque le polynoéme y. est a coefficients réels. Ce polynéme s’écrit alors

Xe(N) = (A= p) (A=) =X = (u+ @)X+ pfs,

de sorte que
pfi = det(R.(2m,0)).

D’aprés la question 1.b, nous obtenons donc

> =1,

ce qui assure que p, puis fi, sont de module un.

c. L’équation différentielle (1) est linéaire a coefficients 27-périodiques. L’origine est donc
asymptotiquement stable pour cette équation si et seulement si toutes les valeurs propres
de la résolvante R.(27,0) sont de module strictement inférieur & 1, tandis qu’elle est stable



si et seulement si toutes ces valeurs propres sont de module inférieur ou égal a 1, et que la
résolvante R.(27,0) est diagonalisable en ses valeurs propres de module 1.

Lorsque —gg < € < €, il résulte de la question 3.b que la résolvante R.(27,0) posséde deux
valeurs propres complexes de module 1, et l'origine ne peut donc étre asymptotiquement
stable pour I’équation (1). Par contre, la matrice R.(27,0) posséde exactement deux valeurs
propres, donc est diagonalisable. En particulier, elle est diagonalisable en ses deux valeurs
propres de module 1, ce qui suffit pour affirmer que l'origine est stable pour I’équation
différentielle (1).

Exercice 3.

l.a. Soit z € E. Comme la fonction = est 2w-périodique, nous savons que

sup [z (t)] = sup [z(t)],
teR te[0,27]

et comme elle est continue sur le segment [0, 27], elle atteint son maximum sur ce compact.
Nous concluons que

sup [z(t)| = max |z(t)| € Ry;.

teR t€[0,27]
La quantité ||x|/ est donc bien définie et positive. De plus, nous savons que

YA ER, YVt € R, Az(t)] = |A (b)),

de sorte que
[Az]loo = sup [Axz(t)] = [A| sup |z ()] = Al [|2]|oo-
teR teR

De méme, nous déduisons de I'inégalité triangulaire que
vt e R, |z(t) +y(t)] < z(®)] + ly(®)],
d’ou l'inégalité
|2 4+ Ylloo = sup |2(t) + y(t)| < sup|z(t)] + |y(t)| < sup [z(t)] +sup |y(t)| < [[2]leo + [|Y]loo-
teR teR teR teR
Enfin nous vérifions que

|2)|ooc =0 <=Vt €R, |2(t)| =0 <=z =0,

ce qui permet de conclure que 'application || - [ définit une norme sur 'espace vectoriel
E.
b. Considérons une suite de Cauchy (z,),>0 de I'espace vectoriel normé (E, || - ||). Par

définition, quel que soit le nombre € > 0, il existe un nombre N > 0 tel que
Ym,n > N, ||zn — Tm|leo < €.
En particulier, nous obtenons
Vit € R, |, (t) — zm(t)] < e,

de sorte que les suites (z,(t))n>0 sont de Cauchy dans R. Comme R est un espace complet,
elles sont convergentes, et nous pouvons donc définir une application zo, : R — R telle que

VteR, z,(t) — zoo(t).

n—-+0o0o

6



c. Pour € > 0, considérons un nombre N > 0 tel que
VYm,n > N, ||xn — Tm|leo < €.

Dans ce cas, nous avons

de sorte qu’a la limite m — +o0,
|2n () — 200 (t)] < €.
Comme cette inégalité est valable quel que soit ¢ € R, nous obtenons
[z — Zoolloo <&,
dés que n > N. Cette derniére inégalité suffit & prouver que

[|Zn — Zoolloo n—>_4>-oo 0.

d. La question 1.c assure que les fonctions z, convergent uniformément vers la fonction
Too sur R. Comme les fonctions x,, sont toutes continues sur R, la fonction x,, est aussi
continue sur R. De plus, nous savons que

Vn >0, Vt € R, x,(t + 27) = z,(¢),
d’ott par la question 1.b, & la limite n — +o0,
Vit € R, oo (t + 27) = 200 (t).

La fonction zo, est donc 2m-périodique sur R et elle appartient ainsi & I’espace E. Sachant
que

[Zn — Toolloo n_j_oo 0,

par la question l.c, la suite (xy,)n>0 est convergente dans E de limite . En définitive,
toute suite de Cauchy de E est convergente, ce qui suffit & montrer que F est un espace
de Banach pour la norme || - ||oc-

2.a. Soit x € E. La fonction x est continue sur R, donc par composition avec la fonc-
tion continue F, la fonction s +— F(s,z(s)) est aussi continue sur R. La fonction ¢t
fg F(s,z(s)) ds est par conséquent continue sur R. En particulier, I'intégrale f027r F(s,z(s))
ds est bien définie, ce qui suffit & conclure que la fonction ®(x) est bien définie et continue

sur R.

b. Soit y € E. La fonction y est continue sur R, de sorte que l'intégrale tt+2”

bien définie quel que soit ¢t € R. De plus, par la formule de Chasles, nous avons

/:H7T y(s)ds = /tO y(s)ds + /027T y(s)ds + /;H7T y(s) ds.

™

y(s)ds est

Rappelons alors que la fonction y est 2m-périodique sur R. Le changement de variables
s = u + 27 conduit donc & la formule

/2:+27ry(8)ds=/0ty(u+27r)du:/Oty(u)du:—/toy(u)du’



et nous pouvons conclure que

[ vas= [Tueas

c. Soit x € E. D’aprés la question 2.a, nous savons déja que la fonction ®(z) est bien
définie et continue sur R. De plus, cette fonction satisfait

t+ 27
2T

t+2m
Vi e R, ®(z)(t +27m) = /0 F(s,z(s))ds —

/ " P (s,0(s)) ds.

Par la formule de Chasles, nous avons alors

/0t+27r F(s,z(s))ds = /Ot F(s,z(s)) ds+ /tH%r F(s,2(s)) ds.

Comme la fonction x est 2m-périodique sur R, nous déduisons de la premiére hypothése
sur la fonction F' que

Vs € R, F(s+2m,a(s +2m)) = F(s + 2m,x(s)) = F(s,2(s)).

Nous pouvons donc appliquer la question 2.b afin d’obtenir

/t T (s, a(s) ds — /0 7 P (s,a(s)) ds,

ce qui conduit & l'expression

t 2m
Vit € R, ®(z)(t + 2m) :/0 F(s,z(s)) ds + ; F(s,z(s)) ds
2w 2
- % ; F(s,x(s)) ds — /0 F(s,z(s)) ds

=®(z)(1).

La fonction ®(z) est donc 2w-périodique sur R. En conclusion elle appartient a l'espace E
et 'application ® est bien définie de F dans F.

3.a. Soit (z1,22) € E?. Par définition de I’application ® et par linéarité de I'intégrale, nous
avons

Vt € R, &(z1)(t) — (2)(t) :/O (F(s,a:l(s)) — F(s, xg(s))) ds
t 2T

(F(s,xl(s)) - F(s,xg(s))) ds.

2T 0
Comme la fonction F est de classe C' sur R, nous pouvons de plus écrire

n(s) gF

Vs € R, F(s,z1(s)) — F(s,z2(s)) :/ " %(s,z) dz,

de sorte que par la seconde hypothése sur la fonction F',

K

nls) | K
‘F(val(s)) *F(Sa$2(5>)‘ < ‘/ ) Edz = 5‘271(5) *SL’Q(S)’ < EHxl 7332”00
z2(s




Nous obtenons donc

4

ton

tK 27 K
|@(21)(t) — ®(22)(t)| < ‘/0 1w =2 ds /0 1 e =@l ds),

d’on pour ¢ € [0, 27],

[2(e0) (1) - B(a)(0)] < 221

lz1 = 22| < Kl = 22|,

Sachant que les fonctions ®(z1) et ®(x2) sont dans F, nous concluons que

|®(z1) — @(1"2)"00 = max |®(z1)(t) — (22)(t)| < Koy — zo| ..
t€[0,2m]
La fonction ® est donc K-lipschitzienne sur E : puisqu’elle est définie de E a valeurs dans
FE d’aprés la question 2.c, elle est K-contractante sur E.

b. Nous appliquons le théoréme du point fixe. D’aprés la question 1.d, I’espace E est un
espace de Banach pour la norme || - ||, et d’aprés la question 3.a, 'application ® est
K-contractante sur E. Elle posséde donc un unique point fixe y € E.

c. Considérons I'unique point fixe y de la fonction @ sur E. Cette fonction est continue et
2m-périodique sur R et elle satisfait

t 27
Vi e R, y(t) = /0 F(s,y(s)) ds — 2t7r/0 F(s,y(s)) ds.

Comme la fonction F est continue sur R, ainsi que la fonction y, la fonction s — F(s, y(s))
est par composition continue sur R, auquel cas la fonction ¢ fg F(s, y(s)) ds est de classe
C! sur R. Il résulte donc de la formule précédente pour la fonction y que cette fonction est
en fait de classe C' sur R. De plus sa dérivée satisfait

27
VteR, () = F(t,y(t)) — 217r/0 F(s,y(s)) ds,

et il suffit de poser
1 2m

=5 ; F(s,y(s)) ds,

pour conclure que la fonction y € C!(R,R) est une solution 27-périodique de ’équation
différentielle

Z(t) = F(t, 2(t)) — m.

d. Nous appliquons le résultat de la question 3.c a la fonction

Wt z) € R2, F(t,z) = %(sin(t)g £ (2?4 1)),

Par les opérations élémentaires sur les fonctions, cette application est en effet bien définie
et de classe C! sur R?, et elle vérifie

V(t,z) € R? F(t,z) = %(sin(t +2m)? + In (2% + 1)) = F(t,z),

par 2m-périodicité de la fonction sinus. De plus nous calculons

oF T
R? — = .



Sachant que
Ve € R, 2|z| < 22 +1,
nous concluons que
OF K
dx 4
pour K = x/4 € [0,1]. La fonction F' considérée vérifie donc les hypothéses de la question
3.c, et nous concluons qu’il existe un nombre m € R telle que I’équation

1
t, ‘<—_
(to)| < 15

vVt eR, f(t) = 11—6(sin(t)2 +In (£2(t) + 1)) —m,

posséde une solution 27-périodique f € C'(R,R).
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