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Examen

La durée de cet examen est de trois heures. Les deux exercices sont indépendants. L’usage
des calculatrices ainsi que de tout autre appareil électronique est interdit.

a=(5 o)

1.a. Déterminer le spectre et les espaces propres complexes de la matrice A.

b. Soit t € R. En déduire la valeur de la matrice et4.

Exercice 1. (8 points)

Soit

2. Considérons le systéme linéaire
X'(t) = AX(t).
a. L’origine est-elle asymptotiquement stable pour ce systéme linéaire 7 Est-elle stable ?

b. Esquisser le portrait de phase associé & ce systéme linéaire.

3. Pour € € R, posons

VtER, A.(t) = A+eB(t), ou .B@)::(“““) 0 >.

a. Soit Xy € R2. Vérifier que le probléme de Cauchy

Xé(t) = Aa(t)Xe(t)v
X:(0) = Xo,

posséde une unique solution X, € C'(R,R?).
b. Montrer qu’il existe des fonctions Yy € CH(R,R?) et Y; € C}(R, R?) telles que

Ve e R, X; =Yy +¢eY1 +eR.,
avec
HRf-rHcl([_T,T],W) e 0,

pour tout nombre 7 > 0.

4.a. Vérifier que
Vi € R, Yo(t) = e X,.

b. Montrer que la fonction Y7 est solution du probléme de Cauchy

YI(t) = AVi(t) + B(t)Yo(t),
Y:1(0) = 0.



c. En déduire que

t
Vi eR, Yi(t) = / =94 B(s) e*A X ds.
0

Exercice 2. (12 points)

Considérons le produit scalaire complexe (-, -) sur My (C) défini par
V(Ml, Mg) S MN((C)Q, <M1, M2> = tI‘(tEMg),

ainsi que la norme hermitienne ||.|| associée, et introduisons une fonction B € C°([0, +oo],
Mn(C)) telle que

+oo
/ | B(t)|| dt < +oc.
0
1. Soit R(t,s) la résolvante de I’équation différentielle
X'(t) = B(t)X(t).

a. Vérifier que

t
vVt >0, R(t,0) = In + / B(s) R(s,0) ds.
0
b. Soit
t 2
Vi >0, B(t) = HIN +/ B(s) R(s,0) dsH .
0
Vérifier que la fonction ® est de classe C! sur R, et qu'elle satisfait

vt >0, ®'(t) < 2||B(t)] (t).

c. En déduire que
Wt > 0, ||R(t,0)]| < VN elo 1BG)lIds,

d. Conclure que l'application ¢ — R(t,0) est bornée sur [0, 4o00].
2.a. Vérifier qu’il existe un nombre C' > 0 tel que

WstQHMLM—R@mHgC/Hmew.

b. En déduire qu’il existe une matrice Ro € My (C) telle que

R(t,0) — Re.

t——+o0

3. Considérons une matrice diagonalisable A € My (C) dont les valeurs propres sont ima-
ginaires pures, et notons R(t, s) la résolvante de 1’équation différentielle

X'(t) = (A+ B(t) X (¢).

a. Vérifier que I'application t — e'4 est bornée sur R.

b. Soit
vt >0, S(t) = e M R(t,0).



Vérifier que la fonction S est bien définie et de classe C! sur R, avec

Yt > 0,8 (t) = e B(t) e 1S (t).
c. Vérifier que
+oo
/ e B(t)e' ]| dt < +oo.
0
d. En déduire qu’il existe une matrice Soo € My (C) telle que

eTMR(,0) — S

t—+o0

4. Soit ¢ € C'(R4, R) telle que

—+o00
/ lg()| dt < +o.
0

Considérons une solution = € C%(R,R) de I’équation différentielle
2" (t) + (1+q(t))z(t) = 0.

a. Ecrire cette équation différentielle sous la forme d’un systéme différentiel du premier
ordre.

b. En déduire qu’il existe des nombres a, € R et 8o € R tels que la solution z satisfait

x(t) — Qoo COS(t) — Boosin(t) — 0.

t——+o0



