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Corrigé de ’examen de rattrapage

I. Existence globale et unicité d’une solution
1. Soit
\V/(t,.’E,y) € ]R37 F(tvl'vy) = (:E(ay - B)a 7O‘$y+ﬁ(1 - y))

La fonction F est bien définie et de classe C* de R? dans R?, puisque de nature polynomiale.
En particulier, elle est continue sur R? et localement Lipschitzienne en ses variables (z,y).
Etant donné un nombre zg € R, le théoréme de Cauchy-Lipschitz assure donc 'existence
de deux nombres uniques T_ et 1. strictement positifs ou égaux a +o00, et d’'une unique
solution maximale (x,y) € C!(] — T_, Ty [,R?) du probléme de Cauchy

{(x’a),y'(t)) = F(t,a(t),y(t),
2(0) =z et y(0) = 1,

lequel est, par définition de la fonction F', exactement le probléme considéré.

2.a. Notons
T = {t € [0,T4[ tel que Vs € [0,t], z(s) > 0}.

Comme I'ensemble 7 est inclus dans l'intervalle [0, Ty [, par définition de sa borne supérieure
T,
T<T,.

Sachant que la fonction  est continue sur | —7_, T [ et que sa valeur g en 0 est strictement
positive, il existe de plus un nombre 0 < § < min{7_, 7%} tel que

Vs € ]0,4], z(s) > 0.
Par définition de la borne supérieure T', nous en déduisons que

T>6>0.

b. Par définition de la borne supérieure T', il existe une suite (t,)n>0 telle que

Yn>0,t,€Z, e t, — T.

n—-+o0o

En particulier,
Vn >0, z(t,) > 0.

Sous 'hypothése T' < T'y, la fonction x est de plus continue en 7', d’ot1 & la limite n — +o0,

z(T) > 0.

Montrons alors que
Vit € [0,T[, z(t) > 0.

Etant donné un nombre ¢ € [0, T, il existe en effet, par convergence de la suite (t,)n>0
vers T', un entier n > 0 tel que
te0,t,].



Comme t, € Z, nous vérifions bien que

z(t) > 0.

Etant donné un nombre n > 1, nous introduisons alors le nombre

min{T}, T+ 1} =T

Tn =1+ on ,

qui appartient a Uintervalle |T', T, [, et qui par définition de la borne supérieure T', satisfait
™ ¢ T.
En particulier, il existe un nombre 0 < o, < 7, tel que
x(op) < 0.
Sachant que
vt € [0,T], z(t) > 0,

le nombre o, appartient nécessairement a lintervalle [T, 7,]. Comme 7,, — T, nous
n—-+o0o
savons que

on — T,
n——+oo

puis par continuité de la fonction x en T', que

Nous concluons que

c. Par les opérations élémentaires sur les fonctions, les fonctions x1 et y; sont bien définies
et de classe C* sur R, avec

VteR, 2)(t) =0 =z1(t)(ayi(t) — B),

tandis que

VtER, yi(t) = —B(y(T) — 1) ePT—t)

Sachant que
—am®n(®) +8(1— n(6) = ~Bu(T) — 1) ST,

les fonctions (x1,y;1) sont solutions du systéme (1). Comme
21(T) =0, et y(T) =y(T),

elles sont solutions du probléme de Cauchy considéré.

Par le théoréme de Cauchy-Lipschitz, nous savons alors, comme & la question 1.1, que ce
probléme posséde au plus une solution maximale. Sachant que la solution (z1,%1) est glo-
bale, donc nécessairement maximale, il s’agit de I'unique solution maximale de ce probléme

de Cauchy.

d. D’apreés les questions I.1 et 1.2.b, la solution (z, y) est une solution maximale du probléme
de Cauchy associé¢ aux conditions initiales z(T') = 0 et y(T') = y(T'). Il résulte donc de la
question 1.2.c que les fonctions = et y sont définies sur R et égales aux fonctions z1 et 1.
En particulier, il vient

xo = x(0) = z1(0) =0,



ce qui est absurde puisque xg > 0. Cette contradiction permet de conclure que
T="T,.

Montrons enfin que
Vit € [0, T4[, z(t) > 0.

Par définition de la borne supérieure T' = T';, nous savons en effet, comme a la question
1.2.b, qu'il existe une suite (t,)n>0 telle que

Vn>0,t, €L, et t, — T,

n—-+oo

Etant donné un nombre 0 <t < T 4, cette convergence assure l'existence d’un entier n > 0
tel que
0<t<t,.

Sachant que t,, € Z, nous concluons que

z(t) > 0.

3.a. Soit
J = {s €[0,T] tel que V¢t € [0,s], y(t) > 0}.
Nous commencgons par vérifier que

S=supJ > 0.

En effet, sachant que y(0) = 1, il existe par continuité de la fonction y en 0 un nombre
0 <o < Ty tel que
Vs € [0,0], y(s) >0,

et cette affirmation suffit & établir que
S>o0>0.

Nous raisonnons alors comme & la question 1.2.b. Par définition de la borne supérieure S,
il existe une suite (s )n,>0 telle que

vn>0,s,€9, e s, — S

Lorsque S < TY, il découle d’abord du fait que
Vn >0, y(s,) >0,
et de la continuité de la fonction y en S que
y(s) >0,
quand n — +oo. Comme a la question 1.2.b, nous vérifions ensuite que
Vs € [0, 5], y(s) > 0.

Par définition de la borne supérieure S, nous pouvons alors introduire une suite (o, )n>0
telle que
Yn>0S<o,<Ty, on¢J, e o, — S



Par définition de ’ensemble 7, il existe alors des nombres 0 < 7, < g, tels que

y(m) < 0.

Puisque
Vs € [0,5], y(s) >0,

les nombres 7, sont dans l'intervalle [S, 0,,], et nous déduisons de la convergence de la suite
(0n)n>0 vers S que

— .
n n—-+00 S
A la limite n — 400, nous obtenons

y(5) <0,
ce qui assure que

y(5) =0

b. Nous déduisons de la question 1.3.a et de I’équation satisfaite par la fonction y que
y'(8) = —ax(S)y(S) + B(L —y(S)) =8> 0.
Sachant que S > 0 et y(S) = 0, il existe un nombre 0 < s < S tel que

y(s) < 0.

c. Nous avons démontré dans la preuve de la question 1.3.a que
Vs € [0, 5], y(s) > 0,
puis établi lors de la question 1.3.b 'existence d’un nombre 0 < s < S tel que
y(s) <0,
ce qui est contradictoire. Nous savons donc que
S=T,.
Comme a la question 1.2.d, nous déduisons enfin de cette identité que

vVt € [0,T4[, y(t) > 0.

4.a. Comme les fonctions (z,y) sont solutions de 'équation (1), la fonction z = = + y
satisfait
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Cette équation différentielle a pour solution particuliére la solution constante égale a 1, et
la solution de ’équation homogéne associée est de la forme A e ?* pour un nombre réel A
a déterminer. D’ou la formule

Vte [0, Ty, 2(t) =1+ Ae P



Sachant que z(0) = z(0) + y(0) = zp + 1, nous vérifions que
A= o,

soit que
Vi e [0, T [, z(t) +y(t) = 1 + zpe P,

b. Nous déduisons de la question I.4.a que
Vt e [0, T4[, z(t) +y(t) < 1+ zo,
d’ou d’aprés les questions 1.2.d et 1.3.c,
Ve [0,Th[,0<z(t) <14z, et 0<y(t) <1+ xo.

La solution (z,y) demeure donc dans le compact [0, 14z} x [0, 1+xz¢] sur I'intervalle [0, T [.
Par le principe de sortie de tout compact, cette solution est globale, et nous concluons que

T+ = +OO

II. Comportement asymptotique

1.a. Nous déduisons de 1’équation satisfaite par la fonction y que
y'(0) = —axy < 0.
Puisque y(0) = 1, il existe un nombre ¢ > 0 tel que
VO <s<t y(s) <1,

ce qui suffit a établir que
T>t>0.

b. Soit
K = {t €[0,+00] tel que Vs € [0,], y(s) < 1}.

Nous raisonnons comme aux questions 1.2.b. et 1.3.a. Par définition de la borne supérieure
7, il existe une suite (t,)n>0 telle que

vn>0,t,€J, e t, — T.

n—-+o0o

Comme 7 < 400, nous déduisons de la continuité de la fonction y en 7 et du fait que les
nombres t, sont dans J qu’a la limite n — 400,

y(r) < 1.
Comme aux questions 1.2.b et 1.3.a, nous vérifions aussi que
vVt e [0,7], y(t) < 1.

Par définition de la borne supérieure 7, nous pouvons alors considérer une suite (7,,)n>0
telle que

Yn>0,7<7, m™m¢K, et T, — T
n—4o00



Par définition de ’ensemble K, il existe alors des nombres 0 < s,, < 7, tels que

y(sn) > 1.

Puisque
vie [0, 7[, y(t) <1,

les nombres s,, sont dans l'intervalle [, 7,]. Par convergence de la suite (7,),>0 vers T,
nous obtenons

Sn — T,
n—-+00

puis par continuité de la fonction y en T,

d’ou en définitive,

c. Nous déduisons de I’équation satisfaite par la fonction y et des questions 1.2.d et I1.1.b
que
y'(1) = —ax(r) <O0.

d. Sachant que y(7) =1 et y/(7) < 0, il existe un nombre 0 < t < 7 tel que
y(t) > 1,

ce qui contredit le fait établi a la question I1.1.b que
y(t) < 1.

Par I'absurde, il s’ensuit que 7 = +00, ce qui assure comme aux questions 1.2.d et 1.3.c
que
VE >0, y(t) < 1.

2.a. Comme 8 > « > 0, nous déduisons de la question I1.1.d que
V>0, ayt)—<a—-p<0.

Sachant que la fonction z est positive sur R, par la question 1.2.d, il résulte de I’équation
satisfaite par la fonction = que

V>0, 2/ (t) = z(t) (ay(t) — B) <O0.

b. D’aprés la question 11.2.a, la fonction x est décroissante sur Ry. Comme elle est aussi
positive sur cet intervalle par la question 1.2.d, elle est minorée, et il existe donc un nombre
Too > 0 tel que
t) —
l‘( ) t—-+o0 Too

c. D’aprés la question I.4.a, nous savons que
Vt € [0, +oo|, y(t) = moe P + 1 — 2(t).

Sachant que

xgefﬁt — 0,
t—4o00

6



il découle de la question II.2.b que

yt) — 1— 2.

t——+o0

3.a. Nous pouvons combiner les opérations élémentaires sur les limites d’une part, et les
convergences des questions I1.2.b et I1.2.c d’autre part, afin de déduire de I’équation satis-
faite par la fonction y que

Y (t) = —azt)yt) + B(1—y@) — —aZo(l—2s0)+ BT =Too(f— a0+ ).

t——+o0

b. Lorsque z, # 0, ce nombre est strictement positif, et le nombre £ = xo (8 — o+ axs)
est aussi strictement positif, puisque 5 > « > 0. Par définition de la limite de la question
I1.3.a, il existe donc un nombre 7 > 0 tel que

N

vt >,y () >

Nous déduisons de cette inégalité que

Sachant que

L
y(T) + 5(75 —7) e T

nous concluons par comparaison que

y(t) — +oo.

t——+o00

c. La question II.1.d assure que la fonction y est bornée par 1 sur R4, ce qui est contradic-
toire avec la limite de la question I1.3.b. Par I’absurde, nous concluons que xo, = 0, puis
par les questions I1.2.b et I1.2.c que

z(t) — 0, et y(t) — L

t—+o00 ’ t—-+o0



