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Exercice 1.

1.a. Le polynéme caractéristique x4 de la matrice A est égal a

YAER, ya()) = ‘A =

_ )2 _
: )\+3‘—)\ F3A+2=(A+1)(A+2),

de sorte que le spectre de cette matrice vaut

o(A)={-2,-1}.
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De plus, si X = (x,y) est un vecteur propre associé a la valeur propre —2, alors,

2y = -2z,
—x =3y = =2y,

ce qui équivaut au fait que y = —x. L’espace propre E_s(A) est donc engendré par le

vecteur propre

oo (1)

De méme, si X = (z,y) est un vecteur propre associé a la valeur propre —1, alors,

2y = -,
—x =3y = —v,

ce qui équivaut au fait que x = —2y. L’espace propre F_1(A) est donc engendré par le

vecteur propre

o (2)

b. Soit ¢ € R. Considérons la matrice des vecteurs propres

(1 2).

D’aprés la question 1.a, nous avons

de sorte que

-2t 0 -2t 0 e 2t
tA -1 -1
e —exp<P<0 —t)P )-Pexp(o —t)P —P<0

Sachant que det(P) =1, et




nous concluons que

LA 2e t — 72 2e7t 2%
et = _ _ _ P I
o2t _ g=t  9p=2 _ ,—t

2.a. D’aprés la question 1.a, toutes les valeurs propres de la matrice A sont strictement
négatives. L’origine est donc & la fois stable et asymptotiquement stable pour le systéme
linéaire associé & la matrice A.

b. Considérons la solution X € C'(R,R?) de donnée initiale X (0) = X, et supposons que
le vecteur X s’écrive sous la forme Xg = xpe; 4+ yoes dans la base de vecteurs propres
B = (e1,e2). Nous savons alors que

Vie R, X(t) = e Xy = zoetler + yoetles = zoe Per + yoe tes.
Par conséquent, les coordonnées (x(t),y(t)) de X (t) dans la base B sont donnés par les
formules
x(t) = zpe 2,
y(t) = yoe ™.
En particulier, nous observons que
woy(t)* — you(t) = (zoys — zoyp)e > =0,

de sorte que les solutions parcourent les droites d’équations x = 0 ou y = 0, ou bien les
paraboles d’équations z = xoy?/y3, lorsque o et yo sont non nuls. Nous aboutissons au
tracé suivant des solutions

Il s’agit d'un portrait de phase de type noeud stable.

3.a. Pour ¢ € R, nous observons que 'application A, est bien définie et continue sur R, &
valeurs dans Mo (R). Par la version affine du théoréme de Cauchy-Lipschitz, quelle que soit
la condition initiale X, € R?, il existe donc une unique solution globale X, € C*(R,R?) du
probléme de Cauchy

Vit € R, X[(t) = Ac(t) X (),

X:(0) = Xp.

b. Soit 7 > 0 fixé. Considérons l'application A : R — C°([—7, 7], M2(R)) définie par

Ve € R, A(e) = A..



L’application A est bien définie sur R, & valeurs dans C°([—7, 7], M2(R)). De plus, il s’agit
d’une application affine en la variable e, puisque

V(e,t) € R%, A(e)(t) = A + eB(t),

ou
vVt e R, B(t) =tB.

L’application A est donc de classe C* sur R, avec
VeeR, A(e) =B, et Vk>2 AP(e)=0.

Par la version affine du théoréme de dépendance continue, nous savons par ailleurs que
'application qui & une fonction A € C°([—7, 7], M2(R)), associe la solution X € C!([-7,7],
R?) du probléme de Cauchy

X'(t) = A(®)X(?),
X(O) = X07

est de classe C* de CO([—, 7], M3(R)) dans C*([—7, 7], R?). Par composition, Papplication
qui & un nombre € € R, associe la solution X. € C!([—7,7],R?), est également de classe
C*> de R dans C!([—7, 7], R?). En particulier, les fonctions

d
Yo = (XE)|5:0’ et Y1 = d7€(X€)|s=0’
sont bien définies et de classe C! de [—7, 7] dans R?. Sachant que le nombre 7 est arbitraire,
clles sont en fait de classe C!' de R dans R?. Enfin, par la formule de Taylor-Young, elles
satisfont
Ve eR, X, =Yy +eY] + R,

avec

V1 > 0, 0.

REHCl([—T,T],RQ) EjO
4.a. D’apres la question 3.b, la fonction Yy est I'unique solution du probléme de Cauchy

{Vt ER, YI(t) = Ag(t)Yo(t) = AYp(t),
Yo(0) = Xo,

de sorte que
Vt e R, Yy(t) = e X,.

b. Comme le développement de la question 3.b est valable dans C!([—7, 7], R?) pour tout
nombre 7 > 0, nous savons que

X! =Y +eY{ +€R.,

avec

| RL 0.

HCO([_T,T],W) o

11 suffit donc de développer 1’équation satisfaite par la fonction X. pour obtenir
Vt € [—7,7], Yo(t) +eY{(t) + eRL(t) = Ae(t)Yo(t) + A (t)Y1(t) + eAc(t) R ().
Sachant que A.(t) = A + tB, nous arrivons au développement

Y{(t) + eY{(t) + eRL(t) = AYy(t) + e (AYi(t) + tBYO(t)> te (Ae(t)RE(t) + et BY;(1)).
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L’identification du terme d’ordre un de ce développement conduit & I’équation
Vt € [—7,7], Y{(t) = AY1(t) + tBYy(t).
Sachant que le nombre 7 est ici arbitraire, cette équation est en fait valable sur R. Nous

pouvons ainsi appliquer la méthode de variation de la constante afin d’obtenir

t
Vt € R, Yi(t) = Y1 (0) + / se=)A BYy(s) ds.
0

Pour t = 0, nous développons de méme
Xo = X.(0) = Yp(0) + €Y1(0) + eR.(0).

Sachant que Yp(0) = Xy par la question 3.b, 'identification du terme d’ordre un de ce
développement fournit la condition initiale

Y1(0) = 0.

Comme Yy(s) = e*4 X par la question 4.a, nous concluons que

t
Vi eR, Yi(t) = / se=94 BesA Xy ds.
0

Exercice 2.

1. Soit s € R. Comme A € C°(R, My (R)), la résolvante définit une fonction t + R(t, s)
de classe C! de R dans My (R) qui satisfait

d
vt € R, %(R(t, s)) = A(t)R(t, s).
Sachant que la transposition 7 : M + M est une application linéaire de My (R) dans
My (R), elle est également de classe C! sur My (R), et sa différentielle en une matrice
M € My(R) est donnée par l'expression

VH € My(R), dT(M)(H) ="H.

Par composition, I'application t ++ ! R(#, s) est aussi de classe C! sur R, et satisfait

vt € R, %(tR(t, s)) ="(A(t)R(t,s)) ="R(t, s)"A(t).

2.a. Rappelons que le produit P : (M, Ms) — M;jMs est bilinéaire de My (R)? dans

My (R). Cette application est donc de classe C! sur My (R)?, et sa différentielle en un
couple (M, M) € My (R)? vaut

V(Hl,HQ) € MN(R)Z, dp(Ml,M2>(H1,H2) = H{ My + My H>.

Par ailleurs, la question 1 assure que les applications t — R(t,s) et t — ‘R(t,s) sont de
classe C! de R dans My (R). Par composition, la fonction ¢ +— ‘R(t, s)R(t, s) est de classe
C! sur R, et elle satisfait

vt € R, i(tR(t, s)R(t,s)) = ﬁ(tR(t, s))R(t,s) +'R(t,s)

dt dt (B(t.5)).

Sl



D’aprés les formules de la question 1, nous obtenons

vt € R, %(tR(t, s)R(t,s)) ="R(t,s)("A(t) + A(t)) R(t, s).

Cette dérivée est nulle, puisque

Vt € R, TA(t) = —A(1).

b. Pour s € R fixé, nous savons que R(s, s) = Iy, de sorte que
'R(s,s)R(s,s) = Ix.
Il suffit d’intégrer la formule de la question 2.a pour obtenir
Vt € R, 'R(t,s)R(t,s) = 'R(s,s)R(s,s) = In.
Comme toutes les résolvantes sont inversibles, leurs inverses sont égaux aux matrices trans-

posées 'R(t, s), et nous concluons que toutes ces résolvantes sont bien orthogonales.

3.a. Considérons I'application inverse Z : M — M~! qui est bien définie de 'ouvert GL y (R)
dans My (R), et fixons une matrice P € GLy(R). Etant donnée une norme d’algébre || - ||
sur My (R), nous savons que

I = HPTH < H|IP7H <1,

lorsque la matrice H € My (R) satisfait I'inégalité |H|| < 1/||P~!|. Dans ce cas, la série
> so(—HP™1)™ est absolument convergente, donc convergente, et nous vérifions que

(I +HP™) Jio(—HP_l)” = Jio(—HP_l)”(IN +HP ) =1Iy.

n=0 n=0

La matrice Iy + HP~! est donc inversible d’inverse donné par la somme de cette série. 11
suffit de multiplier par P pour en déduire que la matrice P + H est inversible d’inverse
donné par

+oo
(P+H) ' =P (Iy+HP Y =3 P (-HPY)".
n=0
En particulier, nous obtenons

-1 -1 -1 -1 <« -1 —1\n RS —1||n+1 n
P+ )™ =Pt PR HPT < Y [[PTH(=HPT < Y|P A
n=2 n=2
1P~ [ =]
Rl Piand Il =4

d’ott nous déduisons que

(P+H)'—P'+P'HP ' = o (|H|).
1[0

L’application inverse est donc différentiable en la matrice P de différentielle égale a

VH € My(R), dZ(P)(H) = —P'HP™L.



Pour s € R fixé, il s’ensuit par composition que I'application ¢ — R(t,s)™! est dérivable
sur R, et que sa dérivée vaut

d -1y _ 1 d
vt € R, &(R(t,s) ) = —R(t,s) 7

Il découle alors de la question 1 que

(R(t,s))R(t,s)"".

Vt € R, %(R(t, s)71) = —R(t,s) 'A(t)R(t,s)R(t,s) " = —R(t,s)TTA(t).

b. Lorsque toutes les résolvantes sont orthogonales, nous savons que
Y(s,t) € R%, R(t,s)"t ='R(t, s).
D’aprés les questions 1 et 3.a, nous pouvons dériver cette identité afin d’obtenir
—R(t,s)LA(t) ='R(t,s) A(t).

Il suffit alors de multiplier cette formule par R(t,s) et d’utiliser le fait que cette matrice
est orthogonale pour obtenir

—A(t) = —R(t,s)R(t,s)"LA(t) = R(t, s)'R(t, s)L A(t) = LA(t),
pour tout t € R.

Exercice 3.

1. Etant donnés deux nombres strictement positifs 7_ et T, considérons une solution
Q € C*(]—T_,T,[,R) du probléme de Cauchy considéré, et posons

V-T_ <t<Ty, Qt) = (Q(t),Q'(t)).

Le probléme de Cauchy considéré équivaut alors au probléme de Cauchy défini par

{v ~T_ <0< Ty, Q)= F(Qt)),
Q(0) = (0,a),

oll nous avons noté
YO = (Q1,Q2) € B2 F(Q1,Q2) = (@2 —Qu + Q).

Comme la fonction F est de classe C! de R? sur R?, le théoréme de Cauchy-Lipschitz assure
que ce probléme de Cauchy posséde une unique solution maximale Q. définie et de classe
C! sur un intervalle de la forme | — 7,7, T [, avec TX > 0 ou Tif = +oo. Sachant que ce
probléme équivaut au probléme de Cauchy considéré, ce probléme posséde également une
unique solution maximale Q, € C*(] — T, , T, [, R).

2.a. D’aprés la question 1, la solution Q, est de classe C? sur l'intervalle | — T, , T, [. Par
composition, la fonction e, est de classe C! sur cet intervalle, et nous pouvons calculer

Vz E] — Ta_,T(j[, eiy(x) = Q;(l') (Q:;Il(x) + Qa(x) - Qa($)3> = 0.

En conclusion, la fonction e, est constante sur l'intervalle | — T, T.F|.

b. Supposons qu'il existe une solution globale @, € C?(R,R) de I’équation différentielle
telle que
Qa(z) =1, et Q. (z)—0,



lorsque x — +o00. Par composition, nous obtenons alors
eq(x) = 0,

dans cette limite. D’aprés la question 2.a, la fonction e, est constante sur R, ce qui suffit
pour affirmer que
Vo € R, eq(z) = 0.

Pour x = 0, nous déduisons des conditions initiales satisfaites par la solution @, que

2
a 1
O = — — —
ea( ) 9 4’
de sorte que
a? 1
2 4

Comme le nombre « est strictement positif, il est donc égal & o, = 1/4/2, et ce nombre
est I'unique valeur possible de a pour laquelle il peut exister une solution globale @, telle
que

Qo.(z) — 1, et Q’a* () = 0,
lorsque x — +00.

3.a. Considérons ’ensemble

T = {x €0, T [tel que VO <y <z, Q, (y) > 0},

et notons 7 = sup 7. Comme @', (0) = a. = 1/+/2 > 0, nous savons par continuité de la
dérivée @, sur lintervalle [0, Tj* [ que le nombre T est strictement positif ou (égal & +oo
lorsque T = +00).

Supposons alors par 'absurde que T < Tj*. Dans ce cas, il existe une suite (zy)n>0 telle
que
Vn>0,2,€7T, e =z, — T.

n—-+00

Par définition de I’ensemble 7, nous avons

Vn >0,Y0 <y < xp,, Q. (x,) > 0.

Olx

Comme z,, — T quand n — +00, nous obtenons
VO<z<T, Q, () >0.
Par continuité de Qq, sur [0, 7, [, nous avons aussi

Q! (T)>0.

Qs

Dans le cas ot @, (T') > 0, la continuité de la fonction @, assure I'existence d’un nombre
6 > 0 tel que
VI <z <T+$6, Q. (z)>0.

Nous en déduisons que le nombre T + § appartient a l’ensemble T, ce qui contredit la
définition de la borne supérieure T'. Par I’absurde, nous obtenons donc

Q. (T) = 0.



Sachant que
Vz € [O,TJ*[, €a, () = €q,(0) =
d’aprés les questions 2.a et 2.b, nous avons aussi
1
4
d’ou le fait que Qq,(T) = —1 ou Q. (T) = 1.

Nous avons ainsi établi que @, est une solution locale de I'un des problémes de Cauchy

(1~ Qu.(T)?)” = 54, (1) =0,

o, () + Qa. () = Qa, (x)* =0,
Qa.(T)=—1o0u 1,
' (T) =0.

O

Sachant que les fonctions constantes égales & —1 et 1 sont solutions de I'un, respectivement
de 'autre de ces problémes, nous pouvons invoquer comme & la question 1 le théoréme de
Cauchy-Lipschitz afin d’affirmer que

Vo €] =Ty T [, Qa.(x) =1, ou Vae]-T, T, Qa. () =1,

ce qui conduit au fait que
Qa.(0) =0.

Cette égalité contredit la définition de la solution @),,. Par 'absurde, nous avons donc
établi que
T=T;1,

ce qui signifie que 7 = [0, T} [, soit que

VO <z <T),Q, (z)>0.

Oy
b. D’aprés la question 3.a, nous savons que
vz € [0, T, ], Q,, (x) >0,

Qx

de sorte que la fonction Qq, est strictement croissante sur [0, 7, [. Sachant que Qq, (0) = 0,
il s’ensuit que

vz € [0, T, [, Qa.(z) > 0.
Supposons alors par 'absurde qu’il existe un nombre 0 < 7 < T(j* tel que

Qoz* (xl) > 1.

Sachant que Q,,(0) = 0, la continuité de la solution Q,, sur Uintervalle [0, ;] assure
I’existence d’un nombre 0 < zo < x1 tel que

Qa* (xQ) =1

D’aprés les questions 2.a et 2.b, nous savons de plus que

Vo e [O> Tot [7 Ca, (.1‘) = Ca, (O) =



de sorte que

(1= Qu.(z2)%)* = 0.

e

1

§Q;* (x2)* =
Il s’ensuit que

Q. (x2) =0.
La fonction @, est donc une solution locale du probléme de Cauchy
2 (2) + Qa. () = Qa.(2)* =0,
Qa* (xQ) = 17

! (.%'2) =0.

O

Sachant que la fonction constante égale a 1 est solution de cette équation, il résulte a
nouveau du théoréme de Cauchy-Lipschitz que

V.’I} G] - To;aToZ[a Qa*(x) = 17
ce qui est absurde, puisque Q,,(0) = 1. En définitive, nous avons établi par 'absurde que

vz €]0, T, [, Q. (z) < 1.

c. Nous déduisons des questions 2.a et 2.b que

* N

Va €] —T(;*,Tj*[, €a, (T) = €q, (0) = % _

de sorte que
1
Vo €] = T, T4 [ Q@) = (1~ Qa()*)”.

D’aprés les questions 3.a et 3.b, nous savons que

Vo<a<T), QL (x)>0, et 1—Qa.(z)*>0,

Qs
ce qui suffit & montrer que
1

VO <z <Tl,Q, ()= 5(1—%*@)2).

Cette égalité reste valable pour z = 0, puisque @, (0) =0 et Q) (0) =1/v2.

d. D’aprés la question 3.c, nous savons que la fonction )., est une solution locale du
probléme de Cauchy

Qiy* (33) 12 (1 - Qa* ($)2),

o
QO&* (O) = ﬁ7
o, (0) =0.
Comme la fonction GG définie par
1
Vg eR, Glg) = —=(1 -4,

V2

est de classe C! sur R, nous déduisons du théoréme de Cauchy-Lipschitz que ce probléme
de Cauchy posséde une unique solution maximale.

Posons alors

Vo € R, Q(z) = th(ﬁ)



La fonction @ est bien définie et de classe C*° sur R, et elle satisfait

v R Qo) = 5 (1-m(25)") = 55 (1- QP

Sachant que Q(0) = 0 et Q'(0) = 1/4/2, la fonction @ est solution du probléme de Cauchy
précédent. Par unicité, nous concluons que

Vi €] = o T Q. () = Q) = th(5).

Dans le cas ot par exemple Tat < +00, nous déduisons de la formule précédente que

Qo.(1) = QTI). et Qu(x) — QT1),

=Ty, x%T&‘;

ce qui contredit le principe de sortie de tout compact. Il s’ensuit que TOJ[* = 400, et de
méme, —7, = —oo. Nous obtenons donc que

Vi € R, Q. (z) = th(%).

D’aprés la question 2.b, nous savons qu’il existe au plus une solution globale (), , et nous
venons d’établir que cette derniére solution est globale. En conclusion, il existe une unique
solution globale

Qa. () = th(%)v

des problémes de Cauchy considérés.
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