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Examen de rattrapage

La durée de cet examen est de une heure et trente minutes. L’usage des calculatrices ainsi
que de tout autre appareil électronique est interdit.

Soit a, B et x( trois nombres strictement positifs. Considérons le systéme différentiel

{x’(f) = 2(t) (ay(t) - B),
Y (t) = —ax(t) y(t) + B(1 —y(b)),

et intéressons-nous au probléme de Cauchy associé aux conditions initiales

(1)

z(0) =x9, et y(0)=1.

I. Existence globale et unicité d’une solution (10 points)

1. Montrer qu’il existe deux nombres uniques 7 et Ty strictement positifs ou égaux a +o0o,
et une unique solution maximale (x,y) € C'(] — T_, T [, R?) de ce probléme de Cauchy.

2. Soit
T =sup {t € [0, T4[ tel que Vs € [0,¢], z(s) > 0}.

a. Vérifier que
0<T<T,.

b. Supposons par I'absurde que T' < T.. Montrer que
z(T) = 0.

c. Soit

l‘l(t) = O,
vVt € R, {y1(t) 1y (y(T) _ 1) eBT—t)

Montrer que la fonction (z1,y1) est bien définie et de classe C! sur R, et qu'il s’agit de
I'unique solution maximale du systéme (1) telle que

21 (T) =0, et y(T) =y(T).

d. En déduire que
Vt € [0, T4, z(t) > 0.

3. Soit
S =sup {t € [0,T] tel que Vs € [0,1], y(s) > 0}.

a. Supposons par ’absurde que S < T'.. Montrer que

y(S) = 0.



b. En déduire qu’il existe un nombre s €]0, S| tel que

y(s) < 0.

c. En déduire que
Vi € [0,T4[, y(t) > 0.

4.a. Vérifier que
Vt € [0, T ], z(t) + y(t) = zoe P + 1.

b. En déduire que

T+ = 4-00.
II. Comportement asymptotique (10 points)
Nous supposons désormais que

B> a.

1.a. Soit
T =sup {t > 0 tel que Vs € [0,1], y(s) < 1}.

Vérifier que

7> 0.
b. Supposons que T # +o00. Vérifier que
y(r) =1
c. En déduire que
y' (1) <0

d. Conclure que
vt >0, y(t) < 1.

2.a. Montrer que
vVt >0, 2'(t) <0.
b. En déduire qu’il existe un nombre xo, > 0 tel que

z(t) s o Too:

c. Vérifier que
yt) — 1— 2.

t—+o00

3.a. Montrer que
Y(t) = ro(B—a+arx).

t——+o0

b. Supposons par 'absurde que z~, # 0. Montrer que

y(t) — +oo.

t——+o00

c¢. Conclure que



