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Exercice 1.

1.a. Le polynéme caractéristique x4 de la matrice A est égal a

A+1 =2

VAeR,XAM):) o

‘:)\2—9:()\—3)()\+3),

de sorte que le spectre de cette matrice vaut

o(A)={-3,3}.
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De plus, si X = (z,y) est un vecteur propre associé a la valeur propre 3, alors,

—z + 2y = 3z,
dz +y = 3y,

ce qui équivaut au fait que y = 2x. L’espace propre E3(A) est donc engendré par le vecteur

propre

o ().

De méme, si X = (z,y) est un vecteur propre associé a la valeur propre —3, alors,

—x + 2y = -3z,
dr +y = -3y,

ce qui équivaut au fait que y = —x. L’espace propre E_3(A) est donc engendré par le

vecteur propre

o (1),

b. Soit t € R. Considérons la matrice des vecteurs propres

-3 )

D’apreés la question 1.a, nous avons

de sorte que

tA 3t 0 —1 o 3t 0 -1 _ €3t
e —exp(P<O —3t>P )-Pexp(o 3 P =P 0 e

Sachant que

pi_ | -1 -1\ _1/1 1
Tdet(P)\-2 1) 3\2 -1)°



nous concluons que
a1 @3t 4 93t g3t _ o3t
et == .
3 \ 263t — 2¢73t 2¢3t 4 o3t

2.a. D’aprés la question 1.a, la matrice A posséde une valeur propre 3 strictement positive.
L’origine n’est donc ni stable, ni asymptotiquement stable pour le systéme linéaire associé
a la matrice A.

b. Considérons la solution X € C'(R,R?) de donnée initiale X (0) = X, et supposons que
le vecteur X s’écrive sous la forme Xg = xpe; 4+ yoes dans la base de vecteurs propres
B = (e1,e2). Nous savons alors que

Vt € R, X (t) = "' Xo = zoe ey + yoeea = moeer + yoe Hes.

Par conséquent, les coordonnées (x(t),y(t)) de X (t) dans la base B sont donnés par les

formules
x(t) = zoe’,
y(t) = yoe .

En particulier, nous observons que

z(t)y(t) = xoyo,

de sorte que les solutions parcourent les droites d’équations x = 0 ou y = 0, ou bien les
hyperboles d’équations xy = xgyg, lorsque zg et yp sont non nuls. Nous aboutissons au

tracé suivant des solutions

.
= I s / 1 -
.
.
/
.

Il s’agit d'un portrait de phase de type point selle ou point col.

3.a. Pour ¢ € R, nous observons que 'application A, est bien définie et continue sur R, &
valeurs dans Mo (R). Par la version affine du théoréme de Cauchy-Lipschitz, quelle que soit
la condition initiale X € R? il existe donc une unique solution globale X, € C*(R,R?) du
probléme de Cauchy
{Vt €R, Xé(t) = Aa(t)Xa(t)a
X:(0) = Xp.

b. Soit 7 > 0 fixé. Considérons I'application A : R — C°([—7, 7], M2(R)) définie par

Ve € R, A(e) = A..



L’application A est bien définie sur R, & valeurs dans C°([—7, 7], M2(R)). De plus, il s’agit
d’une application affine en la variable e, puisque

V(e,t) € R, A(e)(t) = A+ eB(t),
. Vt € R, B(t) = tls.

L’application A est donc de classe C* sur R, avec
VeeR, A(e)=B, et Vk>2 AP () =0.

Par la version affine du théoréme de dépendance continue, nous savons par ailleurs que
'application qui & une fonction A € C°([—7, 7], M2(R)), associe la solution X € C!([-7,7],
R?) du probléme de Cauchy

X'(t) = A(®)X(?),
X (0) = Xo,
est de classe C* de CO([—, 7], M3(R)) dans C*([—7, 7], R?). Par composition, Papplication

qui & un nombre € € R, associe la solution X. € C!([—7,7],R?), est également de classe
C*> de R dans C!([—7, 7], R?). En particulier, les fonctions

d
Yb = (XE)|5:0’ et Yl = d7€(X€)|s=0’

sont bien définies et de classe C! de [—7, 7] dans R?. Sachant que le nombre 7 est arbitraire,
clles sont en fait de classe C!' de R dans R?. Enfin, par la formule de Taylor-Young, elles
satisfont

Ve eR, X, =Yy +eY] + R,

avec

HR5 Hcl([—T,T],RQ) ajD 0.

4.a. D’apres la question 3.b, la fonction Yy est I'unique solution du probléme de Cauchy

{Vt ER, YI(t) = Ag(t)Yo(t) = AYp(t),
Yo(0) = Xo,

de sorte que
Vt e R, Yy(t) = e X,.

b. Comme le développement de la question 3.b est valable dans C!([—7, 7], R?) pour tout
nombre 7 > 0, nous savons que

X! =Y +eY{ +€R.,

avec

| RL 0.

HCO([_T,T],W) o

11 suffit donc de développer 1’équation satisfaite par la fonction X. pour obtenir
Vt € [—7,7], Yo(t) +eY{(t) + eRL(t) = Ae(t)Yo(t) + A (t)Y1(t) + eAc(t) R ().
Sachant que A.(t) = A + £B(t), nous arrivons au développement

Yy (t) +eY{(t) + eRL(t) = AYy(t) + e(B(t)Yo(t) + AY; (t)) + z-:(AE(t)RE(t) +eB(t)Yi(t)).
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L’identification du terme d’ordre un de ce développement conduit & I’équation
vt € [, 7], YI(t) = BUO)Yo(t) + AV (t).

Sachant que le nombre 7 est ici arbitraire, cette équation est en fait valable sur R. De plus,
pour t = 0, nous avons

Xo = X:(0) = Y(0) +€Y1(0) + £R<(0).

Sachant que Yp(0) = Xy par la question 3.b, identification du terme d’ordre un de ce
développement fournit la condition initiale

et puisque B(t) = tl, la fonction Yj est bien solution du probléme de Cauchy

Vt € R, Y{(t) = AY;(t) + tYo(t),
Y1(0) = 0.

c. D’aprés la question 4.b, nous pouvons appliquer la méthode de variation de la constante
afin d’obtenir

t
Vi € R, Yi(t) = e4Y1(0) —I—/ s e Y, (s) ds.
0

Comme Y71(0) = 0 et Yy(s) = e*4 Xy par les questions 4.a et 4.b, nous concluons que

t t t2
Yi(t) = / selt=9)AsA X, ds = / sett Xods = ) et Xo.
0 0

5. Soit )
Vt € R, Ya(t) = e T e X,

Par produit, la fonction Y, est bien définie et de classe C* sur R, a valeurs dans R?. De
plus, elle satisfait
Y;:(O> = X07

et
/ e 44 e A 2 1A
VteR, Y/(t) =ete 2z ¢ Xg+e2 Ae' Xg = (A +etlh)e 2 " Xg = A-(t)Y=(1).
D’aprés la question 3.a, I'unique solution de ce probléme de Cauchy est la fonction X, de

sorte que
5t2

Vi e R, X.(t) = Yi(t) = e 2 ! X,

Exercice 2.

1.a. Supposons que la fonction x est de classe C? sur son intervalle de définition I, et posons

Viel, X(t) = (;,((?)) .

La fonction X est de classe C! sur I, et si la fonction x est solution de I’équation différen-

tielle, alors o - <§/I/((tt))> _ <f(t) tﬁi%(t)) = AX(t) + B(t),



oll nous avons noté

A:(_SJ2 é) ot B(t):(f(()t)).

Réciproquement, si X = (X1, X3) € C1(I,R?) est solution de ce systéme différentiel, alors,
les fonctions X7 et X9 satisfont

Vte I, Xj(t) = Xa(t), et X5(t) = —w?X1(t) + f(t).

Par la premiére de ces formules, la fonction z = X est de classe C? sur I, et par la seconde,
elle satisfait
2 (t) + Wiz (t) = f(b).

Cette équation différentielle est donc bien équivalente au systéme différentiel du premier
ordre
X'(t) = AX(t) + B(t).

b. Comme la fonction f est continue sur R, la fonction B est également continue sur R.
Il résulte donc de la version affine du théoréme de Cauchy-Lipschitz que le probleme de
Cauchy

{X’(t) = AX(t) + B(t),
X(0) = (w0, 21),

posséde une unique solution globale X € C!(R,R?). D’aprés I'équivalence établie a la
question 1.a, le probléme de Cauchy

{m"(t) +wla(t) = f(1),

z(0) = zp, et 2/(0) = xq,

posséde donc une unique solution globale z € C?(R,R).

2.a. D’aprés la question 1.a, le systéme du premier ordre associé a I’équation différentielle
homogéne
2 (t) +wix(t) = 0,
s’écrit
X'(t) = AX(t).
Comme la matrice A est a coefficients constants, la résolvante R(t,s) de ce systéme est
donnée par la formule

R(t,s) = =94,

quels que soient les nombres (s,t) € R2. Afin de calculer les exponentielles de matrices
dans cette formule, nous calculons le polynéme caractéristique de la matrice A

A -1

eR = |5

' = A 4w = (N —iw) (A +iw).
Le spectre complexe de cette matrice est donc égal &
o(A) ={ —iw,iw}.

Si X = (z,y) est un vecteur propre associé a la valeur propre iw, alors,

Y = 1w,
—w?r = iwy,



ce qui équivaut au fait que y = iwz. L’espace propre F;,(A) est donc engendré par le

vecteur propre
€] = . .
W

Comme la matrice A est réelle, 'espace propre E_;, (A) associé a la valeur propre conjuguée
—iw est engendré par le vecteur propre

ae (L)

Pour

nous COHC]UODS que
A=P (W 0 ) pL
0 —ww

Quel que soit le nombre 7 € R, il s’ensuit que
TA WT 0 -1\ _ eiWT 0 -1
e —exp<P<O —in>P >_P(O —iwr P
pio L (W 1)
2iw \iw —1

oA ( cos(wT) sin(wr) ) 7

w
—wsin(wrt) cos(wT)

Sachant que

nous obtenons

d’ou la formule

R(t,s>:< cos(w(t —s))  Snet=s) )

—wsin(w(t —s)) cos(w(t —s))

b. Par la méthode de variation de la constante, nous savons que 1'unique solution X du
probléme de Cauchy

X'(t) = AX(t) + B(t),
X(0) = (w0, 21),
s’écrit

Vt € R, X(t) = R(t,0)X(0) + / t R(t, s)B(s)ds,
0

soit .
X(t) =X (0) + / =94 B(s) ds.
0

D’aprés la question 1.a, cette solution est égale a

ou z est la solution du probléme de Cauchy considéré. Nous obtenons donc

- x(t) = xq cos(wt) + :Blsino(ft) + fot Sin(wo(f*s)) f(s)ds,
" 2/ (t) = —zowsin(wt) + z1 cos(wt) + fg cos(w(t — s)) f(s)ds.
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3. Supposons d’abord que la solution x est T-périodique. Dans ce cas, sa dérivée 2’ est
aussi T-périodique, ce qui signifie que

z(T) ==xz(0), et 2(T)=2'(0).

D’apreés les formules de la question 2.b, nous obtenons

w

{xo cos(wT) + zq D) 4 f(;f Sm(wsuis)) f(s)ds = xo,
—zowsin(wT) 4+ x1 cos(wT’) + fOT cos(w(T' —s)) f(s)ds = ;.
Sachant que 7' = 27 /w, nous calculons

cos(wT') =cos(2m) =1, et sin(wT) =sin(27) =0,
ainsi que, pour 0 < s < T,

cos(w(T — s)) = cos(2m — ws) = cos(ws), et sin(w(T — s)) = sin(27 — ws) = — sin(ws).

Il s’ensuit que

xo — %fOT sin(ws) f(s) ds = zy,
1 + fOT cos(ws) f(s)ds = x1,

ce qui assure que
T T
/ f(s)sin(ws) ds = / f(s)cos(ws)ds = 0.
0 0

Réciproquement, supposons que ces deux intégrales soient nulles. D’apres les formules de
la question 2.b, nous savons que

VieR, z(t+T) =xgcos(w(t+T)) + x1

sin(w(t+T)) N /HT sin(w(t+ 1T — s)) £(s) ds.
0

w

Sachant que T' = 27 /w, nous vérifions que
cos(w(t+T)) = cos(wt), et sin(w(t+T)) = sin(wt).
Nous avons également
V(s,t) € R?, sin(w(t+ T — s)) = sin(w(t — s)) = sin(wt) cos(ws) — sin(ws) cos(wt),
de sorte que

i t i t
x(t +T) =xp cos(wt) + x1 sin(wt) + sin(wt)

t+T
/ cos(ws) f(s)ds
0

W

t+T
/ sin(ws) f(s) ds.
0

cos(wt)
w

La relation de Chasles assure alors que

/0t+T cos(ws) f(s) ds = /OT cos(ws) f(s)ds + /HT cos(ws) f(s) ds.

T

La premiére intégrale & droite de cette égalité est nulle par hypothése. Par le changement
de variable u = s — T, la deuxiéme est égale &

t+T ¢
/ cos(ws) f(s)ds = / cos(w(u+T)) f(u+T)du.
0

T
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Comme la fonction f est T-périodique, la fonction u +— cos(wu) f(u) est aussi T-périodique,
ce qui assure que

/HT cos(ws) f(s)ds = /Ot cos(wu) f(u) du,

T
et nous aboutissons &

/Ot+T cos(ws) f(s)ds = /ot cos(wu) f(u) du.

De fagon similaire, nous calculons
t+T

/Ot+T sin(ws) f(s) ds :/OT sin(ws) f(s)ds + / sin(ws) f(s) ds

T
¢
:/ sin(wu) f(u) du,
0
ce qui conduit a l’expression

i t i t
x(t+T) =x¢ cos(wt) + 21 sin(w?) + sin(w?)

/Ot cos(wu) f(u) du

w

/0 " sin(wu) f(u) du.

_ cos(wt)

w

D’aprés la question 2.b, nous concluons que

sin(wt) /t sin(w(t —u))
- 7 + -~ 77
0

t+T) = t
z(t+T) = zocos(wt) + x4 ” "

f(u) du = (),

soit que la solution x est T-périodique. En définitive, nous avons bien démontré que cette
propriété équivaut au fait que

/OTf(s) sin(ws) ds = /OT f(s)cos(ws)ds = 0.

Exercice 3.

1.a. Rappelons que l'application exponentielle est de classe C* sur My (C), a valeurs
dans GLn(C). Etant donnée une matrice M € My(C), la fonction ¢ — e est donc par
composition de classe C*, donc C! sur R, a valeurs dans GLn(C). Comme une matrice
produit de matrices inversibles est inversible, la fonction ® est, par produit, bien définie et
de classe C! sur R, a valeurs dans GLy(C).

b. Rappelons que
d
VtER, — (etM ) — MM — My,
Par définition de la fonction ®, nous obtenons donc
Vit ER, (1) —elA fetBo—t(A+B) | A B g ~t(A+B) _ etAetB(A + B)e—t(A—i-B)

—tA (AetB _ etBA> o—(A+B)

Rappelons aussi que
VM € My(R), (eM) ™= e M,



de sorte que
(I)(t)_l _ et(A-i—B)e—tBe—tA

puis

O (D)L = A (AetB _ etBA> o t(A+B) JH(A+B) ,~tB ~tA _ tA (A _ etBAe—tB>6—tA‘

2.a. Nous vérifions par récurrence que
Vn >0, B"[A, B] = [A, B|B"

Cette formule est vraie au rang n = 0 (car B® = Iy), et si elle est vraie jusqu’au rang n,
alors
B""YA, B] = BB"[A, B] = B[A, B|B" = [A, B|B"*1,

d’ou sa validité par récurrence. Par définition de la fonction exponentielle, nous obtenons
alors

+00 t n +0o0 tn
Vt € R, e!P[A, B] = Z —B"[A, B) = Z ! [A, BIB" = [4, B] Z —B" = BletB
n= 0 n= 0

b. Soit
Vt € R, 6(t) = P Ae™tB

D’aprés la question 1.a, la fonction 6 est de classe C' sur R, et
VteR, 0'(t) = eBPBAe™B — P ABe™B = —¢!B[A, Ble 5.
Il découle donc de la question 2.a que
0'(t) = —[A, BletBe B = —[A, B].

Sachant que
0(0) = "B 4e708 = 4,

il suffit d’intégrer la dérivée 6’ pour obtenir

t
vt € R, Ot /9/ /[A,B]ds,
0

ePAe™B = A —t[A, B].

soit

c. Nous pouvons combiner les questions 1.b et 2.b pour obtenir
Vi e R, & (1)®(t) ! = tet[A, Ble 4.

Sachant que
A[A,B] = [4, BIA,

nous déduisons comme & la question 2.a que
e'4A, B] = [A, Ble'A

de sorte que
' ()D(t)"! = t[A, Bletle 4 = t[A, B].



En particulier, la fonction ® est solution de I’équation différentielle linéaire
Vt € R, ®'(t) = t[A, B]®(t),

avec de plus
(I)(O) — eOAeOBefo(A+B) — IN

Nous remarquons alors que la fonction v définie par

2
VteR, v(t) = e%[A’B],

satisfait également

Vt € R, V' (t) = t[A, Blv(t),

Z/(O) = IN.
Par la version affine du théoréme de Cauchy-Lipschitz, il s’ensuit que

2
VtER, Bt) = v(t) = ez 4B,

Pour t = 1, cette formule devient

_ 1
eAeBe(AYB) _ (3AB]

soit )
cAoB — o3AB] A+B

Sachant que
(A+ B)[A,B] = [A,B](A+ B),

nous savons que
1 1
e3 [A,B] €A+B 6A+B+§ [A,B]’

et nous concluons que

1
cAeB — A+B+3[AB]
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