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TD N°2. Traitement du signal

Conversion analogique discret
Exercice 1. Formule sommatoire de Poisson.
Soit f € C!(R) telle qu’il existe un nombre C' > 0 pour lequel

C
1+t2°

VEeR, [f()|+ |f(t)] <

1.a. Vérifier que les séries de fonctions > f(t+2nm) et > f/(t + 2nm) convergent norma-
nez neZ
lement sur tout segment de R.

b. Soit
+oo
VEER, F(t)= Y f(t+2nm).

n=—oo

En déduire que la fonction F est bien définie, 2m-périodique et de classe C! sur R.

2.a. Déterminer les coefficients de Fourier complexes (¢, (F))necz de la fonction F.

b. En déduire que

+00 1 +00 R
vVt € R, Z f(t+2nm) = — f(n)em.
n=—oo 2m =—00
c. Application. Vérifier que
= 2 =2 2,2
vVt € R, Ze*”:ﬁZe*””.
n=—oo n=—oo

Exercice 2.

Soit wp € R et T > 0. Considérons une fonction f € L%(R) telle que

Dot € €R\ [wo — w0 + ], F()(E) = 0.

Montrer que

+oo
VEER, f(t)= Y. f(nT)sinc(Z(t—nT)) e 0l=nT),

n=—oo



Exercice 3.

Soit T > 0. Etant donnée une fonction f € L%(R), posons
nT
Wn € Z, fn] = / F(t) dt.
(n—1)T
1. Soit p = 1jg 7). Vérifier que

Vn € Z, fin] = f % p(nT).
2. Supposons que -
p-p-t. €] > 7, F(f)(E) = 0.

a. Montrer que

vVt eR, f*p(t) Zf smc( t—nT)>
b. Considérons la fonction o € CJ(R) N L?(R) telle que

iTe
V27(1 — e~iT%) 1[_%7%}(’5)'

pp.t. £ €R, F(o)(§) =
En déduire que

vt € R, f(t) Z fIn]o(t —nT).
n=—oo
Exercice 4.
1. Considérons une fonction f € L?(R) telle que

p.p-t. [§] >, F(f)(§) =0.

Montrer que
N

vt eR, VN (nzsz(n) sine(w(t — n)) — f(t)) o
2. Supposons désormais que
pp-t.[6] > 5. F((E) =0.

a. Considérons une fonction paire p € C*°(R) telle que

VOSESTpe) =1 et Vg p(€)=0.

Vérifier que
Vi >0, |t pt) —

[t| =400
b. Montrer que
Vit e R, f(t) Z f(n)plt —n)
n— o0
c. Soit t € R fixé. Conclure que

szo,N’“( Zf Pt —n) f(t)) — 0.

N—+4o00



Filtrage analogique

Exercice 5.
Considérons l'intégrateur I donné par I’expression
t
Ve € LY(R), Vt € R, Tx(t) = / x(s) ds.
—00
1. Montrer que lintégrateur I définit un filtre analogique de L'(R) dans C(R).
2. Le filtre analogique I est-il stable ?
3.a. Soit H = 19 o[- Vérifier que
400
Ve € L'(R), Vt € R, Tx(t) = H(t —s)z(s) ds.

—00

b. Le filtre analogique I est-il causal 7

Exercice 6.

Soit Ty > T1 > 0. Considérons l'opérateur A donné par I'expression

t+T5 t—T5
vz € L'(R), Vt € R, Az(t) = / x(s)ds — / x(s) ds.
t+T4 t—T

1. Montrer que I'opérateur A définit un filtre analogique de L'(R) dans L'(R).

2.a. Le filtre analogique A est-il convolutif ? Si oui, déterminer la réponse impulsionnelle h
de ce filtre.

b. Le filtre analogique A est-il causal ? Est-il stable ?

3. Calculer la fonction de transfert H du filtre analogique A.

Exercice 7.

1. Soit @ € R* et b € R tels que a # b. Etant donnée une fonction x € C'(R), montrer
qu'une fonction y € C1(R) est solution de 1'équation différentielle

vt e R, () - ay(t) = o/(t) - ba(t),
si et seulement si la fonction z = y — x € C!(R) est solution de I'équation différentielle

VteR, 2 (t) —az(t) = (a—b)x(t).

2.a. Considérons le filtre différentiel D défini par I’équation différentielle
vVt €R, 2/ (t) —az(t) = (a —b) z(t).

Déterminer la fonction de transfert H et la réponse impulsionnelle A du filtre D.

b. Le filtre différentiel D est-il stable ? Est-il causal ?
3. Considérons 'opérateur T donné par ’expression

Ve € L'(R), Vt € R, Tx(t) = z(t) + Da(t).



a. Vérifier que 'opérateur T définit un filtre analogique de L!(R) dans L'(R).
b. Le filtre différentiel 7" est-il stable ? Est-il causal ?

Exercice 8.

Considérons le filtre différentiel ®; défini a partir de I’équation différentielle
Vi € R, (1) + V2 () + y(t) = x(1).

1. Déterminer la fonction de transfert H associée au filtre différentiel ®;.

2. En déduire la réponse impulsionnelle A du filtre différentiel ®1.

3.a. Le filtre différentiel ®; est-il stable ?

b. Le filtre différentiel ®; est-il causal ?

Exercice 9.

Considérons le filtre différentiel ®5 défini a partir de ’équation différentielle

vt € R, y"(t) + y(t) = 2" (t) + x(1).

1. Déterminer la fonction de transfert H associée au filtre différentiel ®.

2. En déduire la réponse impulsionnelle i du filtre différentiel ®s.

3.a. Le filtre différentiel ®5 est-il stable ?

b. Le filtre différentiel ®5 est-il causal ?

Exercice 10.

Soit w > 0. Considérons le filtre différentiel ®,, défini & partir de ’équation différentielle

vt e R, —y"(t) + w?y(t) = z(t).

1. Déterminer la fonction de transfert H associée au filtre différentiel ®,,.
2. En déduire la réponse impulsionnelle A du filtre différentiel ®,,.

3.a. Le filtre différentiel ®,, est-il stable ?
b. Le filtre différentiel ®,, est-il causal ?

Exercice 11.

1. Soit w > 0. Etant donnés deux nombres (yo,%1) € R?, et une fonction z € C°(R),
considérons le probléme de Cauchy donné par

{y"<t> +wly(t) = a(t),
y(0) = yo et ¥'(0) = y1.

a. Ecrire cette équation différentielle sous la forme d’un systéme différentiel du premier
ordre.

b. Calculer la résolvante de ce systéme linéaire.



c. Déterminer la solution y de ce probléme de Cauchy en fonction des nombres yg et y1, et
de la fonction x.

2. Considérons 'opérateur F' donné par

vz € L'(R), Vt € R, Fa(t) = 1 /t sin (w(t — s)) z(s) ds.

w—OO

a. Vérifier que l'opérateur F' définit un filtre analogique de L'(R) dans Cp(R).

b. Ce filtre est-il convolutif ? Ce filtre est-il causal 7

Exercice 12.

Soit R, L,C > 0. Considérons le filtre différentiel RLC défini par ’équation différentielle

VteR, LCY"(t)+ RCY(t) +y(t) = z(t).

1. Déterminer la fonction de transfert H associée au filtre RLC.

2.a. En déduire la réponse impulsionnelle h du filtre RLC.
b. Le filtre différentiel RLC est-il stable 7 Est-il causal 7

3. Supposons que R = /2L/C. Vérifier que le filtre RLC' est un filtre de Butterworth
d’ordre 2.

Transformation de Fourier discréte

Pour N > 1, considérons la racine N'**™¢ de I'unité wy donnée par la formule

2im

WN =€eN .,

Exercice 13.
Soit N > 1.
1. Déterminer la transformée de Fourier discréte du signal (s,)o<n<n—1 défini par

VOSnSN—l,sn:cos<%>.

2. Déterminer la transformée de Fourier discréte du signal (¢y,)o<n<n—1 défini par

VO<n<N-—1,t,=n.

Exercice 14.

Soit N > 1. Considérons l’ensemble Py des suites complexes (uy)n>0 € CN telles que

Vn € N, upyN = Un.

l.a. Vérifier que Py est un sous-espace de dimension finie N de ’ensemble des suites
complexes CN.



b. Soit
VO <k <N—1,Yn>0, wh =ukr

Montrer que (w(o),w(l), .. ,w(N_l)) est une base du sous-espace Py.
2.a. Soit
1sin e NN
vnzo,dn:{ S
0 sinon.
Vérifier que
1 N-1
k
Vn > 0, dn:Nkz_:ow,(l).

b. Application. En déduire que

3 M 2M
niN ) M—+o0o N ’

0<nN<M

Exercice 15.

l.a. Soit N > 1. Etant donnés des nombres complexes (yj)o<j<n—1, montrer qu'il existe

un unique polynéme complexe
N—

P(X)=) ap X",
k=0

—_

tel que '
Vo< j<N-1, P(w?v):yj.

b. Vérifier que

N-—1
1 .
V< k<N ap = > yjwy”.
=0

c. Evaluer le nombre de multiplications que nécessite le calcul (rapide) des coefficients
(ak)o<k<n—1 & partir des valeurs (y;)o<j<n—1-

2.a. Pour z € C, nous considérons ’algorithme de Horner défini par
ag=an—1, et YO<n<N-2 apy1=apz+any_n_o.
Quelle est la valeur du nombre apn_1 7?7 Combien de multiplications nécessite le calcul de

cette valeur ?

b. Considérons deux polyndémes complexes

q T

QX)=> b X7, et R(X)=> ¢ X7,

J=0 J=0

tels que ¢+ < N — 1 que nous représentons par les suites (qgx)o<k<n—1 €t (%)o<k<nN—1
définies par
VO<k<N-1,q=Qy), et r=R(Wy).

Etant donné un nombre z € C, donner un algorithme pour le calcul du produit Q(2) R(z),
et estimer le nombre de multiplications que nécessite cet algorithme.



3. Nous représentons désormais les polynomes Q(X) et R(X) par leurs coefficients (b;)o<j<q
et (¢j)o<j<r-

a. Donner I'expression des coefficients (dj)o<j<n—1 tels que
N-1 '
QIX)R(X) =) d; X/,
§=0

b. Combien de multiplications nécessite le calcul direct de ces coefficients 7

c. Etant donné un nombre z € C, combien de multiplications nécessite le calcul du produit
Q(z) R(z) al'aide de ces coefficients 7 Quelle conclusion en tirez-vous ?

Exercice 16.
1.a. Soit m > 0. Montrer qu’il existe un unique polynéme T}, € R[X] tel que
VO € R, Ty, (cos(f)) = cos(nb).

Ce polynéme est appelé polynéme de Tchebychev d’ordre n.

b. Vérifier que
Vn > 1, Tn+1 = QXTn - Tnfl.

c. Quel est le degré du polynéme T, 7 Quel est son coefficient dominant ?

d. Calculer les polynémes de Tchebychev Ty, T1, 15 et T3.

2.a. Soit N > 1 et P(X) € C[X] tel que d°(P) < N. Vérifier qu’il existe des coefficients
complexes (a;)o<j<n uniques tels que

N
P(X) = a; Tj(X).
j=0
b. Soit

Montrer que

N
VOSICSN, Y = Z cng]]\c,,

j=—N
ou
s —N<j< -1,
cj=4qapsij=0,
Fsil<j<N.
c. Soit

VO<k<N-1,yon & = Y-

Vérifier que
N .
VO <k <2N, y, = Z cjw%]’f,,
j=—N



d. En déduire que

~1
. 1 —jk
VOS]SNvaj:ﬂ E Yk Wor s
7 k=0

ou
5 — 2sij=0o0ouN,
7 l1sil<j<N-1.



