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TD N°1. Séries et transformées de Fourier

Séries de Fourier

Exercice 1.

Considérons la fonction 2m-périodique f définie par

Ve €] —m, @, f(z) = e 1o,

1. Déterminer les coefficients de Fourier de la fonction f.

2. En déduire que
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Exercice 2.

Soit 0 < a < 7. Considérons la fonction 2m-périodique f, définie par

1—%si\x|§a,

Vo €] —m, 7|, f(x) = {

0 sinon.

1. Déterminer les coefficients de Fourier de la fonction f,.

2. En déduire que
+oo

1 — cos(na a2 — «
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Exercice 3.
Soit a > 0. Considérons la fonction g, définie par

sin(z)

Ve € R, 90(%) = FE " costa)

1. Vérifier que
+o00
Vo € R, go(z) =2 Z e " sin(nz).
n=1

2. Déterminer les coefficients de Fourier de la fonction g,.

/7r sin(x)? dr — 4m

_» (ch(a) — cos(z))? e2a —1°

3. En déduire que




Exercice 4.
Soit
Vz e R, f(z) = |cos(z)].

Considérons ’équation différentielle
Vo € R, —y"(z) +y(z) = f(2).

1. Développer la fonction f sous la forme d’une série trigonométrique.

2. Déterminer une solution w-périodique de I’équation différentielle considérée.

3. Résoudre cette équation différentielle.

Transformation de Fourier

Exercice 5.

Soit
1, sifa| < 3,

Vo € R, f(a:):{

0, sinon.

1. Calculer la transformée de Fourier de la fonction f.
2. En déduire la transformée de Fourier des fonctions

1—z
2

VreR, fi(z)= f(

Exercice 6.

Soit
1— a2, sz <1,

0, sinon.

Ve € R, g(z) = {

1. Calculer la transformée de Fourier de la fonction g.
2. En déduire la valeur des intégrales

T ¢ cos(t) — sin(t)
3

cos(tz) dt.
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Exercice 7.

Pour a > 0, posons
Vo € R, fu(x) = e,

1. Calculer la transformée de Fourier de la fonction f,.

2. Soit
1

T 142
En déduire la transformée de Fourier de la fonction g.

Vr € R, g(z)

3. En déduire la valeur des intégrales

1+t
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Exercice 8.

Pour a > 0, posons ,

Vo € R, go(z) =€ .

1. Vérifier que la transformée de Fourier g, est de classe C! sur R, et qu’elle satisfait

§

~f _ 5~
Vf € Rv ga(g) - 2aga(£)'
2. Soit
1 o—(1+t%)a?
R = —dt.
Vo € R, h(x) /0 T dt

a. Montrer que h est bien définie et de classe C! sur R, avec
2 z 2
Vz € R, b (x) = 27" / e Vdt.
0

b. Vérifier que

h(0) = %, et h(z) — 0
c. En déduire que
+oo
/ e~ dt ﬁ
0 2

3. Conclure que

Exercice 9.
Soit

Ve € R, ¢(z) = e~ V2l
1. Calculer la transformée de Fourier de la fonction ¢.
2. Considérons une fonction f € L(R) telle que

Ve e R, f*¢(x) = e
a. Calculer la transformée de Fourier de la fonction f.

b. En déduire la valeur de la fonction f.

Exercice 10.
Soit 0 < a < b. Déterminer une fonction f € L'(R) telle que

oo f() 1
R dt = .
v e ’/Oo (x —t)2 +a? 22 + b2

Exercice 11.

Soit f € L(R) telle que

+o0 5
Vo € R, / f(t)e Fet* dt = 0.

— 00



1. Soit
Ve eR, g(z) =e .

Vérifier que

Vr € R, f*g(x)=0.
2. En déduire que )

pp.t. £ ER, f(§)=0.
3. Conclure que

Vz € R, f(z) =0.

Exercice 12.
Soit f € LY(R).
1. Montrer que

WERg/”}@nf@wx:;A“”ﬂ“at{““”e%wt

2. En déduire que la fonction f est impaire si et seulement si

— 00

+0o0 -
V¢ e R, / f(z)e % de = 0.

—o0
Exercice 13.
Soit g € C°(R) N LY(R). Considérons I'équation différentielle

Vz €R, —f"(z) + f(z) = g(x).

1.a. Supposons qu’il existe une solution f € C%(R) de cette équation telle que f € L'(R)
et f/ € LY(R). Vérifier que la transformée de Fourier f de la fonction f satisfait

9(¢)
E+1

VEER, f(€) =

b. En déduire que

1o
Ve R fo) =3 [ oty

2. Veérifier qu’il existe une unique solution f € C2(R) de cette équation différentielle telle
que f € L*(R) et f' € L(R).
Exercice 14.

Soit
1—|x|, si|z| <1,

0, sinon.

Ve € R, g(z) = {

1. Calculer la transformée de Fourier de la fonction g.

2. En déduire la valeur de l'intégrale

W



Exercice 15. Principe d’incertitude d’Heisenberg.
Soit 1 € C!(R) telle que
+oo
/ (1+2%) (Y(2)? + ¢/ (2)?) dz < +oo.

1. Vérifier que 9 et 1’ appartiennent & L!(R), avec
VE € R,¢/(€) = i€ (©).

2.a. Vérifier que

+o0 +oo

() de = —2/ x(x)y’ () d.

—0o0 —00

b. En déduire que

_:o (@) d < 2< /_ :O :L‘Qw(:v)Qda:>é< /_ :O @Z)’(:L‘)de>é

c. Conclure que
+00 —+00 % “+00 N %
Cwerar < [ avera) ([T enor )

Exercice 16. Systéme de Hermite.

L.a. Soit n > 0. Montrer qu'il existe un unique polynéme H,, € R[X] tel que
d'l’L 2 2
Vr € R,@(e @ ) = (—1)" Hy(z) e,

b. Déterminer le degré du polynéme H,, et calculer son coefficient dominant.

2. Pour n > 0, posons

[

Vr € R, ¢p(z) = 1 Hy(z)e z.

2, /mn!
a. Vérifier que les fonctions ¢,, appartiennent & l’espace L?(R).
b. Montrer que (¢, )n>0 est une famille orthonormale de L%(R).
3. Soit £ € R. Montrer qu’il existe une suite de polynémes complexes (Pﬁ)nzo tels que
vz € R, PS(z) W e e,

et
Vn > 0,Vz € R, |PS(z)] < €&,

4. Soit f € L3(R) telle que

Vn > 07 <¢na f>L2 =0.
a. Soit )

pp.tzeR, glz)=e7 fz).
Vérifier que la fonction g appartient a L'(R).
b. Montrer que
VEER, g(§) = 0.

c. En déduire que la fonction f est identiquement nulle.

d. Conclure que (¢,,),>0 est une base hilbertienne de L?(R).



