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TD N°4. Résolution approchée des équations différentielles ordinaires

Exercice 1. Chute d’un corps.

Considérons la chute verticale d’'un corps de masse m > 0, d’altitude initiale hg > 0 et de
vitesse initiale vy < 0 sous l'effet d’un champ gravitationnel g > 0. Notons h(t) son altitude
au temps t, et v(t) = h/(t) sa vitesse au temps ¢. En présence d’une force de frottement de
la forme F(t) = —aw(t), dans laquelle le coefficient de frottement a > 0 est constant, le
second principe de la dynamique conduit au probléme de Cauchy

{w € [0, 7], mv'(t) = —mg — av(t), (C)

v(0) = vp,

o T > 0 désigne le temps au bout duquel la chute du corps se termine a l'altitude h = 0.
1.a. Montrer que le probléme de Cauchy (C},) admet une unique solution globale v.
b. Calculer la valeur de la solution v.

2.a. Déterminer ’équation satisfaite par le temps final T" en fonction des conditions initiales
hg et vg.

b. Vérifier que cette équation a bien une unique solution.

Exercice 2.

Soit tg € R. Considérons les problémes de Cauchy

{w ER, ty(t) — 2y(t) = 1,
y(to) = 1.

1. Montrer que le probléme de Cauchy (Cp) n’admet pas de solution.
2. Supposons que ty # 0 et notons

7= 10, 400 si tg > 0,
: ] —00,0[ si ty < 0.

a. Montrer que le probléme de Cauchy (C,) admet une unique solution maximale y;, dont
I'intervalle de définition est inclus dans Ij.

b. Calculer la valeur de la solution yy,.

c. Quel est 'intervalle maximal de prolongement de la solution v, ?

Exercice 3.

1. Considérons le probléme de Cauchy

t R /t — —tx(t)
{VG /() = et )

z(0) = 0.

a. Montrer que le probléme de Cauchy (Cf) posséde une unique solution maximale x.



b. Le probléme de Cauchy (C1) satisfait-il aux hypothéses du théoréme de Cauchy-Lipschitz
global 7

2. Considérons le probléme de Cauchy

Vi€ R, y(t) = 90,
y'(t) ()
y(0) = 0.
a. Montrer que le probléme de Cauchy (C2) posséde une unique solution globale y.
b. Vérifier que
Vt R, ty(t) > 0.
c. En déduire que la solution maximale x du probléme (C1) est globale.
Exercice 4.
Considérons le probléme de Cauchy
Vit € R, 2/(t) = /4x(t),
()
z(0) = 0.

1. Soit
0, sit <0,

t2, sit > 0.

Vt € R, x.(t) = {

a. Vérifier que la fonction z, est de classe C L sur R et calculer sa dérivée
b. En déduire que la fonction x, est solution du probléme de Cauchy (C).

2. Vérifier que le schéma d’Euler explicite ne permet pas d’approcher la solution ..

Exercice 5.
Soit b e R, c € R* et yg € R.
1. Considérons une fonction y € C1(Ry,R) telle que

{Vt >0,y (t) <cy(t) + b,
y(0) = yo.

Montrer que

b
Yt >0, y(t) < yoet + f(eCt - 1).
c
2. Soit h > 0. Considérons une suite (y)nen telle que

VneN,ynLh_yngc%ﬁ—b.

a. Soit Vn € N, z, = y,, + b/c. Vérifier que

VneN, znp1 < (1+ch)zp.
b. En déduire que
b
VneN, y, <yo(l+ch)" + E((l +ch)" —1).
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Exercice 6.

Pour N > 11, notons h = 1/N et
VneN, t, =nh.

1. Considérons le probléme de Cauchy

Vt € R, 2/(t) = —10(z(t) — %) + 2,
x(0) = 0.

a. Déterminer la solution explicite de ce probléme de Cauchy.

b. Ecrire la définition de la suite (n)o<n<n donnée par la méthode d’Euler explicite pour
la résolution approchée de ce probléme sur le segment [0, 1] avec un pas de discrétisation
uniforme h.

c. Soit
VO <n<N,e,=x(t,) — xn.

Vérifier que
VO <n <N —1,en1 = (1—10h)e, + h2
d. En déduire la valeur des erreurs (ep)o<n<n-

2. Considérons le probléme de Cauchy

{Vt eR, y/(t) = 10(y(t) — 12) + 2t,
y(0) = 0.

a. Déterminer la solution explicite de ce probléme de Cauchy.

b. Ecrire la définition de la suite (y,)nen donnée par la méthode d’Euler explicite pour
la résolution approchée de ce probléme sur le segment [0, 1] avec un pas de discrétisation
uniforme h.

c. Soit
YO <n<N,e,=y(tn) — Yn.

Vérifier que
VO<n<N —1,e,11 = (1+10h)e, + h*.
d. En déduire la valeur des erreurs (ey,)o<n<n-

3. Soit T' € N*. Considérons la résolution approchée des deux problémes de Cauchy pré-
cédents sur le segment [0, 7] par la méthode d’Euler explicite avec le pas uniforme h. Les
erreurs associées a chacun de ces problémes ont-elles le méme comportement asymptotique
lorsque T" augmente ?

Exercice 7. Méthode de Crank-Nicholson.

Soit T' > 0. Considérons une fonction f € C°(R? R) telle que

Vit € R7 v(ylayQ) € RQ? |f(t7y1) - f(tva)} < K‘yl - y2‘7

pour un nombre K > 0. Etant donnée une condition initiale ° € R, nous nous intéressons
a la résolution approchée du probléme de Cauchy

{Vt € [O,T], y/(t) == f(tvy(t))7
y(0) = ",



par la méthode de Crank-Nicholson. Etant donné un entier N > 1, cette méthode est
définie par le schéma numérique

h
yo=1" et YO<n<N-—1,ypi1=0n+ *(f(tn,yn) + f(tn+1,yn+1)>,
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ou T
h:N et YVO<n<N,t,=nh.

1.a. Vérifier que la méthode de Crank-Nicholson est une méthode & un pas de type implicite.
b. Vérifier qu’elle est bien définie sous la condition 0 < h < 2/K.

2. Pour 0 < hpax < 2/K fixé, nous supposons que 0 < h < hyax-

a. Vérifier que la méthode de Crank-Nicholson est consistante.

b. Montrer qu’elle est stable.

c. En déduire que la méthode de Crank-Nicholson est convergente.

d. Quel est 'ordre de cette méthode ?

Exercice 8.

Soit T > 0. Considérons une fonction f € C°(R? R) telle que

vt € R) v(yhy?) S R2a |f(t7y1) - f(t7y2)} < K‘yl — Y2\,

pour un nombre K > 0. Etant donnée une condition initiale 4 € R, nous nous intéressons
a la résolution approchée du probléme de Cauchy

{Vt < [O,T], y/(t) == f(tvy(t))7
y(0) = y".

Etant donnés des nombres 0 < «, 3,7 < 1 et un entier N > 1, nous considérons la méthode
numérique définie via le schéma

yo =1,

et
h h
VO<Sn<N—1,ypt1 = Yn + h(af(tmyn) +Bf<tn + §ayn + §f(tnayn))

+ ’Yf(tn+l)yn + hf(tnayn)))y

ou
T
h:N et YO<n<N,t,=nh.

l.a. Vérifier qu’il s’agit d’une méthode & un pas de type explicite.

b. En déduire que cette méthode est bien définie.

2.a. Sous quelles conditions sur les nombres «, 5 et «, cette méthode est-elle consistante 7
b. Sous quelles conditions sur les nombres «, 5, v et h, cette méthode est-elle stable ?

c. En déduire des conditions sur les nombres «, 3, v et h pour que cette méthode soit
convergente.

3.a. Sous quelles conditions sur les nombres «a, 8 et -, cette méthode est-elle d’ordre
supérieur ou égal a 27

b. Cette méthode peut-elle étre d’ordre supérieur ou égal a 37



