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TD N°3. Calcul approché d’intégrales

Exercice 1.

Etant donnée une fonction f € C%([—1,1],R), considérons la méthode de quadrature élé-

mentaire
o =3 (20( - 3) - 10 +21(3)):

1. Déterminer 'ordre de cette méthode de quadrature.
2. Considérons une subdivision (x;)o<i<p d'un segment [a,b] non réduit & un point.

a. Ecrire la formule de la méthode de quadrature composée associée a la méthode de
quadrature élémentaire o et a la subdivision (x;)o<i<n-

b. Quel est 'ordre de cette méthode de quadrature composée ?

Exercice 2. Formule de Radau.
Soit (by,b2) € R? et € €] — 1,1]. Etant donnée une fonction f € C°([—1, 1], R), considérons
la méthode de quadrature élémentaire

o(f) =bif(=1) + b2f(§).

l.a. Déterminer la valeur des nombres by, bs et £ afin que l'ordre de cette formule de
quadrature soit maximal.

b. Quel est alors ’ordre de cette méthode ?

2. Vérifier que les nombres by, bo et £ ainsi déterminés satisfont

1 1
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Exercice 3.

Soit ¢ €]0,1]. Etant donnée une fonction f € C°([—1,1],R), considérons la méthode de

quadrature élémentaire
2

o(f) = 3(F(=8) + F(0) + f(€))-

1.a. Déterminer la valeur du nombre £ afin que I'ordre de cette formule de quadrature soit
maximal.

b. Quel est alors I'ordre p de cette méthode ?
c. Calculer le noyau de Peano K, de la méthode de quadrature élémentaire o.

2. Fixons la valeur du nombre £ afin que la méthode de quadrature élémentaire o soit
d’ordre maximal et considérons une subdivision (z;)o<i<py d’un segment [a,b] non réduit
a un point.

a. Ecrire la formule de la méthode de quadrature composée associée a la méthode de
quadrature élémentaire o et a la subdivision (z;)o<i<m-



b. Calculer le noyau de Peano K, de cette méthode de quadrature composée.

Exercice 4. Méthode de Simpson.

Soit (a,b) € R2. Etant donnée une fonction f € C%([~1,1],R), considérons la méthode de
quadrature élémentaire

o(f) =af(=1) +0f(0) +af(1).
1.a. Déterminer la valeur des nombres a et b afin que 'ordre de cette formule de quadrature
soit maximal.
b. Quel est alors son ordre p?

2. Les nombres a et b étant ainsi fixés, considérons l'erreur associée a la méthode de
quadrature élémentaire o

1
B(f) = / @y = ).

a. Calculer le noyau de Peano K, de la méthode de quadrature élémentaire o.
b. En déduire la formule de l'erreur E(f) d’une fonction f € CPT1([-1,1],R).

Exercice 5.

Soit (b, b1, b2) € R? et ¢ €] — 1, 1]. Etant donnée une fonction f € C'([—1,1],R), considé-
rons la méthode de quadrature élémentaire

o(f) =bof(=1) +bif'(=1) + b2 f'(8).

1. Déterminer la valeur des nombres by, b1, bo et £ afin que cette formule de quadrature
soit exacte si f est une fonction polynoéme de degré inférieur ou égal a 3.

Nous supposons dans la suite que les nombres by, b1, bs et & sont ainsi fixés.

2. Considérons l'erreur associée a la méthode de quadrature élémentaire o
1
B(f)= [ fla)dz = ols),
-1

a. Calculer l'erreur associée & la fonction z — z*.
b. Quel est 'ordre p de la méthode de quadrature o ?
3.a. Soit
Y(a,y) € [FLP hy(x) = (z - )i, et K(y) = E(hy).

Vérifier que

1 1
vf € Cr(-LILR), B(H) = / K@) dy

b. Calculer la valeur de la fonction K.
4. Considérons une subdivision (z;)o<i<p d’un segment [a, b] non réduit a un point.

a. Ecrire la formule de la méthode de quadrature composée associée a la méthode de
quadrature élémentaire o et a la subdivision (z;)o<i<m-

b. Ecrire la formule de I'erreur associée & cette méthode de quadrature composée pour une
fonction f € CP™1([a,b],R) en fonction de la fonction K.



Exercice 6. Méthode des rectangles a gauches.

Etant donné un entier N > 2 et une fonction f € C*([0, 1], R), considérons la méthode de

quadrature composée
N-1

=52 i(x)

1. Calculer l'ordre de la méthode de quadrature composée Sy .

2.a. Soit p >let0<k<N-—1 Quel que soit % <z< %, montrer qu’il existe un
nombre LI S k“ tel que

p—1 k
N W), By fP© By
@ =2 (r=%) + (- w)
b. Soit
1P| = Dlgagcl!f(p (@)].
En déduire que
%) | 1P
’/ % (¢ +DINaHL = (p+ 1) NP+l
c. En déduire que
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d. Conclure qu’il existe des nombres réels a1, as, ... et a,—1 tels que

/f Jde = Snlf :Zﬁq N—>+oo(]\}vp)‘

3.a. Soit
UN(f) = 2San(f) — Sn(f).

Veérifier que
1 ) 1
[ o= 0,

20108 (f) — UR(f)
ortl 1 '

b. Soit
Vp >0, URT(f) =

Conclure que

w20, [ f@a-wn= 0 (y)



