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TD N°1. Calcul approché des zéros d'une fonction

Exercice 1.
Considérons 1’équation
z(1+4+e*) = e,
dans laquelle x est un nombre réel.
1. Montrer que cette équation admet une unique solution réelle £.
2. Soit

xT

Ve e R, f(z) = 1—7—61'

a. Montrer que la fonction f est de classe C! sur R et qu’elle vérifie

Vz € R,

f(@)] <

e

b. Etant donné un nombre réel zg, considérons la suite réelle (2 )n>0 définie par la relation
de récurrence
Yn >0, 241 = f(zn).

Montrer que la suite (zp)n>0 est convergente de limite ¢ et que sa vitesse de convergence
est au moins géométrique.
Exercice 2.

Considérons 1’équation

dans laquelle z est un nombre réel.
1. Montrer que cette équation admet une unique solution réelle £.
2. Soit

Ve € R, f(z) =e".

Etant donné un nombre réel g, considérons la suite réelle (@n)n>0 définie par la relation
de récurrence
Vn >0, zpe1 = f(zn).

a. Vérifier que la suite (zy,)n>0 est bien définie et qu’elle vérifie

Vn23,e_1§3:n<1.

b. Montrer que f est de classe C* sur R et qu’elle vérifie
-1

Vel <a <1, |f(z) <e

c. En déduire que la suite (xy,),>0 est convergente de limite ¢ et que sa vitesse de conver-
gence est au moins géométrique.



3. Soit
Vo € R, h(z) = f(z) — .

a. Donner la définition de la suite (yy,),>0 qui correspond & la méthode de Newton pour la
fonction h.

b. Vérifier qu’elle est bien définie quelle que soit sa valeur initiale yg € R.

c. Montrer qu’elle est convergente de limite £ et que sa vitesse de convergence est au moins
quadratique.

Exercice 3. Méthode de Héron.

Nous cherchons & déterminer une valeur approchée du nombre v/2 a I'aide de la fonction
f définie par
Ve €R, f(z) =2? — 2.

1.a. Donner la définition de la suite (z,),>0 qui correspond & la méthode de Newton pour
la fonction f.

b. Vérifier qu’elle est bien définie lorsque sa valeur initiale vaut o = 1 et que, dans ce cas,

vn >0, z, > 1.
2.a. Vérifier que
1
Vn € N, ‘$n+1 — \/§| < i‘xn — \@‘2

b. En déduire que
1

Vn € N, ‘xn—\/ﬁ}gﬁ

c. Combien de décimales exactes du nombre v/2 obtenons-nous avec ’approximation donnée
par le nombre x, ?
Exercice 4. Méthode de Newton pour l’inverse.

Soit @ > 0. Nous cherchons & déterminer une valeur approchée de I'inverse é a l'aide de la
fonction ¢ définie par

1
Vr € R*, g(x) = — — a.
x
1. Donner la définition de la suite (x,),>0 qui correspond & la méthode de Newton pour
la fonction g.

2. Vérifier que la suite (x,)n>0 est bien définie quel que soit le choix de la valeur initiale
xg € R.

3. Montrer que la suite (xy,)n>0 est convergente de limite % si et seulement si 0 < xp < %

Exercice 5. Variante de la méthode de Newton.

Soit f € C*(R,R) et £ € R tels que f(¢) = 0. Supposons qu’il existe des nombres a € R,
p>0et A>0 tels que :

(i) a—p<tl<a+np,

. p
(i) (@) < 5.

(i) Vo€ la=patpllF@)> 5,
(i) r,y) € la—pat o |f (@)~ F)] < 55



Etant donné un nombre b € [a— p, a+ p|, considérons la suite (z,,),>0 définie par la relation
de récurrence

EOR
l.a. Vérifier que la suite (x,,),>0 est bien définie et qu’elle vérifie

f(zn) = fla) | fla)

Yn>0,zp41 —a=x,—a— +

f'(b) INON

ro=a et VYn>0,x,01 =2,

b. En déduire que
Yn>0,a—p<x,<a+p.

2.a. Vérifier que

P
b. La suite (zy)n>0 est-elle convergente ? Si oui, quelle est sa vitesse minimale de conver-
gence ?

Exercice 6. Méthode de Richardson.

Considérons une suite réelle (z,,),>0 convergente de limite ¢ et supposons qu’il existe des
nombres v; € Ret 0 < g2 < ¢1 <1 tels que

Vn > 0, ’xn—f—ulqﬂ < gq5.
1. Soit
Tn+1 — q1Tn
l—aq
Montrer que la suite (¥ )n>0 est bien définie et convergente de limite .

vnzovyn:

2. Vérifier qu’il existe un nombre vy € R tel que

V>0, |yn —{| < vaqj.

Exercice 7. Méthode d’Archiméde.
Nous cherchons & calculer une valeur approchée du nombre 7 a l'aide des suites (¢, )n>0 €t
(Sn)n>0 définies par

vn >0, ¢, = cos (21”) et s, =sin (21“)

1.a. Vérifier que

1+4+¢c, 1—c,

5 et Sspy1 = .

vn Z 07 Cn4+1 = 9

b. Par quelle méthode pouvons-nous calculer les valeurs des nombres ¢, et s, 7

2.a. Montrer qu’il existe un nombre v; € R tel que
3

T 1\n
My — 4 (7) <
Sn =Tt \1) 1= 1en

V1

Vn > 0,

b. Par quelle méthode pouvons-nous définir une suite (x,),>0 telle que
2

Vi >0
= 167’

xn—ﬂ‘g

pour un nombre v € R?



