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Devoir a la maison N°2

Exercice 1. Méthode de Gauss-Tchebychev.

Considérons la famille des polynoémes orthogonaux de Tchebychev (7,),>0 définis par :
T():l, T1:X, et VTLZL Tn+1:2XTn—Tn,1.
Pour n > 1, le polynéme T, posséde n racines distinctes (])o<i<n—1 égales & :
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Etant donnée une fonction f € C°([—1,1],R), les méthodes de quadrature élémentaire de
Gauss-Tchebychev approchent I'intégrale
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ou les nombres (A!')o<i<n—1 sont donnés par
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l.a. Définir une fonction SimpComp qui prend en entrée deux nombres a € R et b > a,
une fonction g € C%([a,b],R) et le nombre M d’intervalles de la subdivision (%, )o<m<nm
définie par :

VOSmSM,a:m:a—{—%(b—a),

et renvoie la valeur de la méthode de quadrature composée de Simpson pour la fonction
g:
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SimpComp(a, b, g, M ( T +4>|<g( ) +g(xm+1)).

b. A laide de la fonction SimpComp, définir une fonction Coefficients qui prend en entrée
un entier n > 1, et renvoie la liste des coefficients (A!")o<i<n—1-

c. Définir une fonction GaussTcheElem qui prend en entrée une fonction f € C([—1,1],R)
et un entier n > 1, et renvoie la valeur de la méthode de quadrature élémentaire de Gauss-
Tchebychev o, (f) pour la fonction f.

d. Sachant que
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vérifier pour n = 5 et n = 10 que 'ordre de la méthode de Gauss-Tchebychev o, est égal
a2n—1.

2.a. A l'aide de la méthode de Gauss-Tchebychev, définir une fonction GaussTchebychev
qui prend en entrée deux nombres a € R et b > a, une fonction g € C°([a, b],R) et un entier
n > 1, et renvoie une valeur approchée de l'intégrale :

b b—a (' ra+b b-a
I(g)—/ag(x)d:c— 5 /—19( 5 +1 5 )dt.

b. Application. Soit

Vz € [0,1], g(z) = e”.

Comparer a l'aide du calcul de lintégrale I(g) la précision de la méthode de Gauss-
Tchebychev a celle de la méthode de Simpson, le nombre d’appels de la fonction g étant
fixé.

Exercice 2. Chute d’un corps.

Considérons la chute verticale d’'un corps de masse m > 0, d’altitude initiale hg > 0 et de
vitesse initiale vy < 0 sous 'effet d’un champ gravitationnel g > 0. Notons h(t) son altitude
au temps t, et v(t) = h/(t) sa vitesse au temps t. En présence d’une force de frottement
de la forme F(t) = —aw(t), dans laquelle le coefficient de frottement a > 0 est constant, le
second principe de la dynamique conduit au probléme de Cauchy

{w € [0,T5), mv'(t) = —mg — av(t), (C)

v(0) = vy,

ou T, > 0 désigne le temps au bout duquel la chute du corps se termine a 'altitude h = 0.
Rappelons que la solution de ce probléme est donnée par 1’expression :

a m a
Vt € [0, Tg], va(t) = vo e m — Tg (1 - e_ﬁ),
et que le temps maximal T, est caractérisé par I’équation :
ah V) m aTy
Tazio“v‘ (*0+*)<1—6_%)
mg g a
Nous fixons dans la suite les valeurs numériques

m=75 hp=1000, ©vg=-0,1 et g¢g=29,81,

et nous notons a
Yo € R, F(v) = —g — —v.
m

1.a. Définir une fonction T'Maz qui prend en entrée un nombre a > 0, et renvoie une valeur
approchée de I'ordre de 10~% prés du temps maximal T},.

b. Tracer le graphe de la fonction TMax sur le segment [0,01,20].

c. Etant donné un entier N > 1 et un nombre a > 0, nous notons dans toute la suite
he = T, /N. Définir une fonction Vitesse qui prend en entrée un nombre a > 0 et un entier
N > 1, et renvoie la liste des valeurs de la fonction v, aux temps (¢, = 1 hq)o<n<n-.

d. Pour N = 100, tracer dans deux figures différentes le graphe de la fonction v, sur le
segment [0, T,] pour a =1 et a = 20.



2.a. Définir une fonction PntMil qui prend en entrée un nombre a > 0 et un nombre N > 1,
et renvoie la liste des valeurs approchées (v}l)ggng ~ de la solution v, aux temps (ty,)o<n<n,
qui sont données par la méthode du point milieu :

h
vh =wp, et VOSnSN—l,v}H_l:v}@—i—haF(v}L—}—?aF(v,l@)).

b. Tracer dans deux figures différentes les solutions approchées (U}l)ogngloo, obtenues par
la fonction PntMil(a,100) pour a =1 et a = 20, et les solutions exactes associées v,.

c. Définir une fonction ErrMaxrPM qui prend en entrée un nombre a > 0 et un nombre
N > 1, et renvoie I'erreur maximale

q
nls

E N) = tn) —
pm(a,N) nggXN |va(tn) — v
entre la solution exacte et celle obtenue par la méthode du point milieu, puis tracer la
courbe représentative de la fonction In(N) — In(Epps(1, N)) pour 1 < N < 100.

3.a. Définir une fonction CraNic qui prend en entrée un nombre ¢ > 0 et un nombre N > 1,
et renvoie la liste des valeurs approchées (’U?L)()Sng ~ de la solution v, aux temps (ty,)o<n<n,
qui sont données par la méthode de Crank-Nicholson :

h
vg:vg, et VOSnSN—l,UZH:vi—i-?a(F(v%)—i—F(v%H)).

b. Tracer dans deux figures différentes les solutions approchées (U%)ogngwo, obtenues par
la fonction CraNic(a,100) pour a = 1 et a = 20, et les solutions exactes associées v,.

c. Définir une fonction ErrMazCN qui prend en entrée un nombre a > 0 et un nombre
N > 1, et renvoie 'erreur maximale

Ecn(a,N) = ngéxN |Va(tn) — U%‘:

entre la solution exacte et celle obtenue par la méthode de Crank-Nicholson, puis tracer
la courbe représentative de la fonction In(N) — In(Ecn(1,N)) pour 1 < N < 100 sur la
méme figure que celle de la question 2.c.

4.a. Définir une fonction RK) qui prend en entrée un nombre a > 0 et un nombre N > 1,
et renvoie la liste des valeurs approchées (v3)o<n<n de la solution v, aux temps (t,)o<n<n,
qui sont données par la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 :

’Ug = 9,

et

h h
VO<n SN -1 vl = o)+ (F(vf;) + 2F(v2 + ?aF(Ui))

+2F<Ui + %F(vg + % (Ui))) +F<vf’b —|—haF(v,3; + %F(’Ui + %F(v%)))))

b. Tracer dans deux figures différentes les solutions approchées (v?l)ognglgo, obtenues par
la fonction RK4(a,100) pour a = 1 et a = 20, et les solutions exactes associées v,.



c. Définir une fonction ErrMaexRK qui prend en entrée un nombre ¢ > 0 et un nombre
N > 1, et renvoie I'erreur maximale

_ .3
Egk(a,N) = ngang |[va(tn) — vpl,
entre la solution exacte et celle obtenue par la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4, puis
tracer la courbe représentative de la fonction In(N) — In(Erg (1, N)) pour 1 < N < 100
sur la méme figure que celle de la question 3.c.



