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Questions de cours.

l.a. Soit f € C%([a,b],R). La formule de la méthode de quadrature composée X des rec-
tangles & gauche pour la subdivision (x;)o<i<ar du segment [a, b] s’écrit

M—-1
E Tit1 — ml f(x).
=0

b. La méthode de quadrature composée des rectangles a gauche est d’ordre zéro.

2.a. Etant donnée une solution y € C*([0,7],R) de I’équation différentielle
vt € [0, 7], y'(t) = f(t,y(t)),
considérons les erreurs de consistance (e, )o<n<ny—1 définies par

en(y) = y(tn—i-l) - y(tn) - hn¢(tn7y(tn)> hn)a

et notons
hmax = max |hn|7
0<n<N-1
le pas maximal de la subdivision tp = 0 < t; < ... < ty = T. La méthode numérique

A un pas est consistante si et seulement si, quelle que soit la solution y € C1([0,7],R) de
I’équation différentielle considérée,

E ’en 0.
IIlaX _>0

b. Lorsque la fonction f € CY(R2,R) est globalement Lipschitzienne en sa seconde variable,
la méthode numérique a un pas associée a la fonction ¢ € C°([0,T] x R%,R) est consistante
si et seulement si

V(t,y) € [0,T] x R, ¢(t,y,0) = f(t,y).

Exercice 1.

1. Par définition, nous calculons

blX) = (92(:11))((?2_—11))(({2_—2)2) - _%XJ * e13X2 - 112X (15
ax) = (E)fi;))((i__lf)(({;—z)z) = %XS 6X2 - §X * 3
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2. Le polynoéme d’interpolation de Lagrange P de la fonction f aux points xg, 1, T2 et x3
est donné par la formule

P(X) = f(zo) bo(X) + f (1) £2(X) + f(22) €2(X) + [(23) £3(X).

Sachant que . .
f(x(]) :f(x3):g7 et f(l‘l):f(l'Q): 57

nous vérifions que

1 3
P(X) = —I—OXQ =

Exercice 2.

1.a. Considérons les fonctions polynémes Xj, définies par
Ve e R, Xk(a:) = :L‘k,
pour k > 0, et calculons

o(Xo)=a+B. o(X)=-S+B5 et o(Xa) =5 +BE

1 1 1 9
/ ldx = 2, / rxdr =0, et / 22 de ==,
—1 —1 -1 3

la formule de quadrature o est d’ordre au moins égal a 2 si et seulement si

Sachant que

a+ =2,
o _ 2
§+BE =3
Ce systéme équivaut a
BBE+1) =2,
o = 3f¢,
BEBE+1) =2,
puis, comme £ # —1/3, &
BBE+1) =2,
o = 30¢,
E=1.
Son unique solution est donc égale a
3 1
o = 5, B = 5, et 5 =1.

Ce choix est le seul pour lequel l'ordre de la méthode de quadrature élémentaire o est
au moins égal & 2. Pour tous les autres choix possibles, 'ordre est strictement inférieur.
L’ordre de la méthode de quadrature élémentaire o est donc maximal lorsqu’elle s’écrit

olg) =5 9(~5) + 590,

pour toute fonction g € C°([—1,1],R).



b. Dans ce cas, nous calculons

Sachant que

il existe un polynéme de degré égal & 3 pour lequel la méthode de quadrature élémentaire
o n’est pas exacte. Cette méthode est donc d’ordre égal a 2.

c¢. Sachant que £ = 1, nous calculons

1 1 2
£~y _3/ N dy = S, Yt 8
3/_13g+1dy_4 @ y)dy—4[y 2}_1_2_0"

tandis que

1 1 2
3y+1 1 1713y 1 1
/13§+1 Y 4/1(3y+ ) dy 4[2 +y}_1 f

2.a. Etant donnée une fonction f € C°([a, b],R), la méthode de quadrature composée 3 est
donnée par la formule

M-1

Titl —Ti (3 ,(Ti+ Tit1  Tiyl — T4 1, /xi+oTip1 Tig1 — 2
=(f) = (3/( - )+ 3/( )
(f) Zz; 2 Qf 2 6 + Qf 2 + 2

soit

= Tip1 — T 2w + xig1
UEDIES (37 (572 + Fain))-

b. L’ordre de la méthode de quadrature composée ¥ est identique & celui de la méthode
de quadrature élémentaire o, soit égal a 2.

3.a. Pour y € [—1, 1], posons

Vo € [-1,1], gy(z) = (z — y)fr

Par définition, le noyau de Peano Ks de la méthode de quadrature élémentaire o est égal
& 1
Ve 11 Kaw) = [ gy(o)do - o(g).

-1

Sachant que

—1 Yy
et que
1 1 3 1 2 1 2
7o) = 59(=3) 300 =5 (-5 -v), +z 00
1 2 1 2
=5 (=3y-1 +5(-y),



nous obtenons

(1-y)°

Ka(y) = 3

1 2 1 2 1
—(=3y-1)7 -5 (1-y)’ = —(A-v*ey+ D+ (3y-13).
b. Lorsque —1 < y < 1, nous savons que
(1—-y)* <4, [2y+1/<3, et |—-3y—12*<16,

de sorte que
(1- 9@y + 1)+ (-3y— 13| <28,
D’aprés la question 3.a, nous obtenons

[Faly)| <

c. Etant donnée une fonction g € C3([—1,1],R), l'erreur E(g) s’exprime en fonction du
noyau de Peano K> sous la forme

1
E(g) = ;/1 Ko (y) " (y) dy.

D’aprés la question 3.b, nous avons donc

1 1
B0 <5 [ Klls" @< [ 1a" 0]



