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Questions de cours.

1. Etant donnée une fonction I € C%([zo,yo],R) telle que
F(zo) <0 < F(yo),

la méthode de la dichotomie est définie via les suites (z,,)n>0 €t (Yn)n>0 données par les
formules de récurrence

Tn+Yn : Tn+UYn
Tpg1 = 25 et Ypy1 = Yo,  si F<Ty) <0,
Vn > 07 Tn4+1 = Ynt+1l = %7 S1 F(%) = 07

Tpil = Tp b Ypy1 = %, si F(%) > 0.

2. Soit 0 < j < N. Le polynéme de base de Lagrange ¢;(X) associé aux points zo, ..., et

xn est donné par la formule
X -
(X)) = L.
o0 =TI (2=2)

=0
i#]

3. Un polynéme de meilleure approximation d’ordre N > 0 d’une fonction f € C%([0, 1], R)
pour une norme || - || de cet espace est un polynéme Py de Ry[X] tel que

If = Enll =, min S = P].

Exercice 1.

1. Par définition, nous calculons

fll =10 =1, fll=f(3) =0, flml=r0=-1. e sl=s(C)=0,
puis,
flzo, 1] = W ==2, flr1,72] = M = -2,
1— %o To — I
ensuite,
flwe, x3) = Hwsl = Tlell flwo, 1, 20) = flov, @] = flwo,m] _
€T3 — X2 T2 — X
et enfin,
fler, o, w3] = flwz,zs] = flon, o] =4, flro,z1, 72, 73] = §

r3 — I1 3
2. Par la formule de Newton, nous savons que

P(X) :f[l'o,l'l,l‘g, IL‘3KX — 130)(X — :I)l)(X — :L'Q) + f[l'o,l‘l, IL‘Q](X — {L‘())(X — :L'l)
+ flwo, 21 ](X — z0) + f[z0],



d’ou par la question 1.,
8 3 1

P(X) = f(X?’ S 2X24 X)) —2X 41,

3 2 2
ce qui assure que

8 2

a=—-, b=—-4, c=——, e d=1.
3 3

Exercice 2.
l.a. Soit n > 1. Nous savons que
V2<k<n, k>2

de sorte que
Ix2x3x...x(n—1)xn>1x2""1

soit
n! > on—L
b. Par définition de la fonction exponentielle, nous savons que
+oo oo
Vo €0,2], e¥ = Zﬁ’
n=0
d’ot par I'inégalité de la question 1.a,
400 n
x
xr
n=1

Le changement d’indices k = n — 1 assure alors que
o0

>y (1)

2n—1
k=0

n=1

Comme 0 < x/2 < 1, la somme de cette série géométrique vaut

> (5) -1

- —

£ \2 1-1
T

d’ott I'inégalité
Ve e [0,2], e* <1+ [z
2

c. Pour z = 1, I'inégalité de la question 1.b conduit & la formule
el <3<4,

et il suffit alors d’utiliser la croissance de la fonction logarithme sur |0, +oo[ pour obtenir

1 <In(4) =21In(2).
2.a. Par les opérations élémentaires sur les fonctions, la fonction f est bien définie et de

classe C*° sur R. De plus,
Vr eR, f(—x) = =2 _ 4(—z)? = e — 4z = f(x),



puisque (—z)? = 22, Aussi la fonction f est-elle paire sur R.

b. La dérivée de la fonction f vaut
Vo € R, f'(z) = 2;zc(eI2 —4).

Pour m > 0, cette dérivée s’annule si et seulement si

soit si et seulement

m = /In(4) = /21In(2).
Ce nombre est donc I'unique nombre m > 0 tel que f'(m) = 0.

c¢. Nous déduisons du calcul précédent de la dérivée de la fonction f le tableau de variations
pour cette fonction sur [0, +oof :

T 0 1 m 400
fl(x) 10 — 0 T
1 +00
N\ s
f(z) el —4 a
hV e
4 —8In(2)

Puisque

f(o)=1>0, f1)=e'—4<o, f(m):4(1—21n(2))<0, et f(z) — Hoo,

T—+00

nous déduisons de ce tableau de variations que la fonction f posséde exactement deux zéros
z1 et z9 dans [0, 400 qui satisfont

0<z1 <1< 29.

d. Soit y €] — 00, 0]. Par parité, la fonction f s’annule en y si et seulement si elle s’annule
en —y, soit d’aprés la question 2.c, si et seulement si y = —z; ou y = —zo. La fonction f
posséde donc exactement quatre zéros réels —zy, —z1, 21 et 2o.

3.a. Par les opérations élémentaires sur les fonctions, la fonction g est bien définie et de
classe C*° sur R. Par positivité de la fonction exponentielle, elle satisfait de plus

Vz € R, g(z) > 0.

Lorsque 0 < z < 1, la croissance de la fonction carrée et celle de la fonction exponentielle
assure que

1
2

Par la question 1.c, nous savons que e < 4, de sorte que

1
ez,

g(x) <g(1) =

1
ez < 2,



puis
g(x) < 1.
La fonction ¢ est donc définie de [0, 1] & valeurs dans [0, 1].

Enfin nous calculons )
z_
ez,

vz €10,1], ¢'(z) =

N8

d’ott les inégalités
/ 11
Ogg(m)§§e2 < 1.
Par l'inégalité des accroissements finis, la fonction g est alors K-lipschitzienne sur [0, 1]

pour une constante K = e/2/2 < 1. En définitive il s’agit d’une contraction de [0, 1] sur
[0,1].

b. Soit xg € [0,1]. D’aprés la question 3.a, la fonction g est une contraction du segment
(fermé donc complet) [0, 1] sur [0, 1]. Par le théoréme du point fixe, la suite (x,),>0 est
donc bien définie et convergente de limite x~,, 'unique point fixe de la fonction g dans le
segment [0, 1]. Nous vérifions alors que
12
Ve €[0,1], g(z) =x <= 2r =7 <= 42® = e’

L’unique point fixe 2, de la fonction g dans le segment [0, 1] est donc 1'unique zéro de la
fonction f dans [0, 1], soit le nombre z1, et nous concluons que

Tp —  21.
n—-+0o00

4. Par les opérations élémentaires sur les fonctions, la fonction A est bien définie et de
classe C* sur [1, +o0], puisque

Vo > 1, 2In(2) 4+ 21n(z) > 21n(2) > 0.
Nous déduisons de plus de la question 1.c que
Ve > 1, /2In(2) 4+ 2In(z) > /2In(2) > V1 =1,

de sorte que la fonction h est a valeurs dans [1, +ool.

Nous calculons par ailleurs

, B 1
Vo€ ool b ) = e S TG

ce qui assure que

0<h(

x) < 1 < ! .
zy/21n(2) ~ /2In(2)
Par l'inégalité des accroissements finis, la fonction h est donc L-lipschitzienne sur [1, +o00|

pour un nombre L = 1/4/21In(2) < 1, d’apreés la question 1.c.

Par conséquent, la fonction h est une contraction de l'intervalle fermé (donc complet)
[1,400[ dans [1,4o0], et le théoréme du point fixe assure que la suite (y,)n>0 est bien
deéfinie quel que soit le nombre yy € [1,+00], et qu’elle converge vers 1'unique point fixe
Yoo de la fonction h dans l'intervalle [1, +00[. Nous vérifions alors que

V€ [1, +oo[, h(z) = © <= 2° = In(42?) <— e’ = da?.

L’unique point fixe y, de la fonction h dans 'intervalle [1, +o00] est donc 'unique zéro de
la fonction f dans cet intervalle, soit le nombre 25, et nous concluons que

Yn — 22.
n—-+oo



