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Corrigé de ’examen de rattrapage

Questions de cours.

1. Le théoréme du point fixe de Banach s’énonce ainsi : “Supposons que la fonction f est
contractante sur R, soit qu’il existe un nombre 0 < K < 1 tel que

V(z,y) € R |f(z) = f(y)| < Kz —yl.
Alors il existe un unique point a € R tel que
f(a) = a.
De plus, si une suite (z,,)n>0 est définie de facon récursive par
zg €R, et Vn>0, 241 = f(zn),

alors
lim z, =a.
n—-+o0o

2. Le théoréme de convergence des sommes de Riemann s’énonce ainsi : “Soit f une fonction
continue sur [a,b] & valeurs réelles. Considérons des subdivisions a = zo < ... < xp = b
du segment [a, b], ainsi que des points (&;)o<i<ar—1 qui satisfont

VO<i<M-—1,2; <& < wiga.

Alors les sommes de Riemann

M-1
Z LTi+1 — (‘gz)
=0

1) - / ' fla)d,

dans la limite ou le pas maximal h = maxo<;<np—1 |zi+1 — x;| tend vers 0.”

satisfont

3. Considérons une méthode numérique a un pas définie par les formules de récurrence
YR, e YO<n<N-—1 ypt1 = Yn+ hn®(tn, yn, hbn),

pour une fonction ® € CO([tg, tg + 7] x R%,R), une subdivision tg < t; < ... <ty =to+T,
et des pas associés (hp, = tp+1 — tn)o<n<n—1. Cette méthode numérique & un pas est
consistante avec I’équation différentielle

y'(t) = f(ty(t)),

si et seulement si, quelle que soit la solution y € C!([to,to + T],R) de cette équation
différentielle, les erreurs de consistance (ey,)o<n<n—1 définies par

VO<n <N —1,en =y(tnr1) = y(tn) — ha®(tn, y(tn), hn),



satisfont
N—1
> leal =0,
n=0

lorsque le pas maximal hpax = maxo<p<n—1 |tnt1 — tn| tend vers 0.

4. Considérons une méthode numérique & un pas définie par les formules de récurrence
Yo € R, et Y0 S n < N — 17 Yn+1 = Yn + hn(b(tnvynvhn)a

pour une fonction ® € CO([to, to+ T] x R?,R), une subdivision tg < t; < ... <ty =to+T,
et des pas associés (hy, = tp41 — tn)o<n<n—1. Cette méthode numérique a un pas est
convergente pour I’équation différentielle

y'(t) = f(t.y(t)),

si et seulement si, quelle que soit la solution y € C!([tg,to + T],R) de cette équation
différentielle, les valeurs approchées (yn)o<n<n satisfont

og%XN |y(tn) - yn| — 07

lorsque yo — y(to) et hmax = Maxo<n<n—1 |[tn+1 — tn] — 0.

Exercice 1.

1.a. Par définition, nous calculons

flzol = f(=2) =In(5), flza] = F(0) =0, et flxo] = f(2) =1In(5),
puis,

floo,r] = NI 0O -y, gy Tl 2 Jln] _ ),

et enfin,

flxo, z1,22] = =

flz1, x2] — flro,z1]  In(5)
o — X 4 '

b. Par la formule de Newton, le polynéme d’interpolation de Lagrange Py(X) est égal a
Pp(X) = flwo, x1, 22](X — 20)(X — 1) + flzo, 21](X — o) + flzo],

d’ou par la question 1.a,

Py(X) = h%f)(ﬂ +2X) — lnS’)(XJF2) +In(5) =

In(5
n(5) X2,
4

2.a. Par définition, les polyndémes de base de Lagrange aux points g, 1 et xo sont donnés
par les formules

_(X—Q:Q)(X—ﬂf]_)_l 2
(X)) = (20— 22 (z0—21) 8(X 2X),

(X —ae)(X—m0) 1,
L0 = e = 1 Y

et

2



b. Le théoréme de Lagrange assure que le polynéme d’interpolation de Lagrange Pr(X)
vaut

Pr(X) = f(w0)lo(X) + f(21)l1(X) + f(z2)la(X),

ce qui conduit de nouveau a l’expression

Py(X) = IHS) (X2 —2X) + lnE(:—))(X2 +2X) =

In(5)

X2,
4

Exercice 2.

1. Considérons les fonctions polyndémes Xj, définies par
Ve € R, Xj(z) = ¥,
pour k > 0, et calculons
o(Xar) = M +A)(1 -, et o(Xopr1) = (M — A)(1 — >

Sachant que

1 ) 1
/ 22k dy = , et / 22k dy = 0,
1 2k +1 1

la formule de quadrature o est d’ordre au moins égal a 2 si et seulement si

AL+ A2 =2,
(M1 = A2)(1 =€) =0,
A+ A1 - €)2 = 2.
Ce systéme équivaut a
Ay =2— g,
A=Xoué=1,
(M +A2)(1—€)* = 3.
Comme la derniére de ces égalités assure que £ # 1, ce systéme a donc pour solutions

1 1
Al=X=1, et =l——oué=1+—.
1 2 f \/g ‘E \/g

Dans les deux cas, la méthode s’écrit

oto) = o(2) +9( - ),

pour toute fonction g € C°([—1,1],R), et il s’agit donc de 'unique méthode de quadrature
élémentaire de cette forme dont l'ordre est au moins égal & 2. Pour tous les autres choix
possibles, I'ordre est strictement inférieur. L’ordre de la méthode de quadrature élémentaire
o est donc maximal pour ce choix.

2.a. Dans ce cas, nous calculons

= () + (- gg)" =0= [

tandis que



Cette méthode de quadrature élémentaire est donc d’ordre au moins égal & 3, mais il existe
aussi un polyndéme de degré égal a 4 pour lequel elle n’est pas exacte. En conclusion, cette
méthode est d’ordre égal a 3.

b. Pour y € [—1, 1], posons

Vo e [-1,1], gy(x) = (:17 — y)?|r

Par définition, le noyau de Peano K3 de la méthode de quadrature élémentaire o est égal
a
1

Yy € [-1,1], K3(y) = /_1 gy(z) dx — o(gy).

Sachant que

-1

' Y O S ) R Sy )
[ e = [ u)ae = [T < B
et que . . . ; . ,

U(gy):gy(ﬁ)—f—gy(—%):(%—y)++<—%—y>+,
nous obtenons
o= U2 () - (- ),

c. Etant donnée une fonction g € C°([—1, 1], R), rappelons que l’erreur associée & la méthode
de quadrature élémentaire o est donnée par la formule

1
E(g)z/ 9(y)dy — a(g).

-1

Lorsque la fonction g est de classe C* sur le segment [—1, 1], nous savons que cette erreur
s’exprime en fonction du noyau de Peano K3 sous la forme

1
Blo) =5 [ Kol s 0)dy,

ce qui conduit & la formule
1t a—y)? 1 3 1 3
E(g) == S 2N S (. @ (1) dyy.

3. Etant donnée une fonction f € C%([a,b],R), la méthode de quadrature composée ¥ est
donnée par la formule

M—-1

Tit1 — T Ti+ Tiq1 Titl — Tj Ti+ Tiq1 Tiyl1 — Tj
=(f) = (#( - )+4( + )
(£) ; — (7= o5 )5 275

Exercice 3.

1. Introduisons la fonction

V(t,y, h) € [0,T] x R*, ®(t,y, h) :f(t+g,y+gf(t,y)>-



La fonction ® est bien définie et continue sur [0,7] x R?, & valeurs réelles. De plus, elle
satisfait
YO<n<N-1,ypt1 = Yn + h®(tn, yn, h),

lorsque la suite (yn)o<n<n suit le schéma numérique considéré aux temps (¢, )o<n<n. Cette
méthode est donc une méthode explicite & un pas.

2.a. Nous vérifions que

Yt y) € 0,7) x B, ©(t,y,0) = f(¢+ 0.y +0f(t.1)) ) = f(t,y).

ce qui assure la consistance de cette méthode numérique.

b. Pour t € [0,T], (y1,y2) € R? et h € R fixés, nous déduisons du caractére globalement
lipschitzien de la fonction f que

(0. ) — 260, <[7 (14 vt 2 ()~ F (14 o+ 5 F(w)

h h
SK‘yz + §f(t,yz) -y — §f(t, y1)‘-

De méme, nous calculons

K1h|

yg—l—gf(t,yz)—m—gf(t,yﬁ’ < ‘yz—y1|+’Z’}f(t,m)—f(tayl)‘ < (14—?)‘242—3/1‘,

d’ou I'inégalité
K|h|
|®(t,y2,h) — ®(t,y1,h)| < K(l +— )‘y2 -yl

Sous la condition || < 1,! la fonction @ est donc globalement lipschitzienne par rapport
a sa seconde variable, ce qui garantit que cette méthode numérique est stable.

c. D’aprés les questions 2.a et 2.b, la méthode numérique considérée est consistante et
stable sous la condition |h| < 1. Par le théoréme de convergence des méthodes numériques
& un pas, elle est donc convergente sous cette condition.

3. Lorsque la fonction f est de classe C2 sur [0, 7] x R, la fonction ® définie & la question
1. est de classe C? sur [0,7] x R2. De plus, elle satisfait

n(to) = 3 (90f (14 o+ 510)) + 1) 00 (14 5w+ 5 00) ).
et

(. h) = (R (1+ 5yt D i) + 270000, (14 5w+ 2 p(t,)

F IR (t4 oyt o 709)),

pour tout (¢,y,h) € [0,7] x R2. Rappelons alors que les fonctions IO, fIU et f2I sont
données par les formules

f[O] (ta y) = f(tv y)? fm (t7 y) = 8tf(ta y) + f(tv y) 8yf<ta y)7
et

FRt,y) = OF F(t,y)+0uf (t,y) Oy f (£, y)+F (£, y) (2000, f (£, ) +0y F (£, y) >+ £ (t,y) 02 f (£, y)).

1. Cette condition peut étre remplacée par n’importe quelle condition de la forme |h| < hg, ou ho est
un nombre réel strictement positif fixé.




Nous obtenons donc

1 1
(D(taya 0) = If[o} (t7y)) et ahq)(ta y,O) = §f[1] (tvy)v

tandis que, pour une fonction f générale,

R0 (1,,0) £ 51,

En général, cette méthode numérique est donc d’ordre égal a 2.



