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Questions de cours.

1. La fonction Base peut étre définie de la fagon suivante :

def Base(j, Y, x) :

1=1
for k in range(0, len(Y)) :
ifk!=j:
L= 1% (- YIK)/(Y] - YIK)
return 1

2. La fonction Milieu peut étre définie de la fagon suivante :
def Milieu(f, L) :
S=0
for i in range(0, len(L) - 1) :
S=S+ (L[i + 1] - L[i]) * f((L[i] + L[i +1])/2)

return S

Exercice 1.

1.a. Comme la fonction f est polynomiale, elle est bien définie et de classe C* sur R, avec
Ve € R, f'(x) = 322

Cette dérivée ne s’annule qu’au point x = 0. Lorsque z, est non nul, l'itération suivante
ZTn+1 de la méthode de Newton est donc bien définie, et donnée par la formule

fl@n) x;’;—2_2( 1)
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b. Introduisons la fonction g définie par

Ve >0, g(z) = ;(:E—F%)

La fonction ¢ est bien définie sur |0, +ool, et & valeurs dans ]0, +-o00[. Pour g > 0, la suite
(n)n>0 définie par la relation de récurrence

vn > 07 Tn+1 = g(xn)7

est, par récurrence sur n > 0, bien définie et & valeurs strictement positives. D’aprés la
question 1.a, cette suite est exactement celle donnée par la méthode de Newton pour la
fonction f. Cette derniére suite est donc bien définie dés que xg > 0.



c. Commencgons par I’étude de la fonction g définie a la question 1.b sur U'intervalle ]0, 4+o00].
Par les opérations élémentaires sur les fonctions, la fonction g est de classe C* sur |0, +o0],
avec

Vz >0, ¢'(z) = %(1— %)

Cette dérivée est strictement négative sur l'intervalle |0, V2 [, s’annule en z = /2, puis est
strictement positive sur ]v/2, +oo[. Sachant que

o) 2,400 99D = (V24 ) = VB et gl 4o

I'image de Iintervalle ]0, +oo|[ par la fonction g est égal a [¥/2, 4+-o0l.

D’aprés la question 1.b, nous savons de plus que chacun des nombres x,, est strictement
positif. Comme
Vn 2 17 Tn = g(xn—1)7

nous concluons que
Yn>1, x, > V2.

d. Lorsque = > v/2, nous vérifions que

172 1
t)—r=-(=—z)=-—(2-2%) <o0.
D’aprés la question 1.c, tous les nombres z, sont supérieurs ou égaux a /2 lorsque n > 1.
Nous obtenons donc

Vn>1, xp41 — o = g(xn) —xn <0,

ce qui assure la décroissance de la suite (zp,)p>1.

e. D’apres les questions 1.c et 1.d, la suite (zy,)n>1 est décroissante et minorée par V2. Elle

posséde donc une limite £ > /2. Par continuité de la fonction ¢, nous observons que
Tnt+1 = g(:pn) n—>——&>-oo g(ﬁ)

Sachant que

T — /
ntl n—-+o00 ’

en tant que sous-suite de (2, )n>1, nous concluons que le nombre ¢ est un point fixe de la
fonction g.

Nous vérifions alors que

2
:£4:>€3:2<:>€:\3/§,

9(5)25@@ 3

puisque ¢ > 0. En définitive, nous avons montré que

T, = V2.

n—+400

2.a. Rappelons que la fonction g est de classe C* sur ]0, +00[. Quel que soit l'entier n > 1,
nous savons aussi que z, > /2. Nous pouvons donc déduire de la formule de Taylor-
Lagrange I'existence d’un nombre /2 < &, < z,, tel que

o) = 9(V2) + o (VD) — ¥2) + L) (0, — 92)"



D’aprés la question 1.c, nous savons que
g(¥2) =2, et (V2= 7(1 - 7) —0.
De plus, nous pouvons aussi calculer que
4
Vz >0, ¢"(z) = —.
x
Pour = > \‘Q’/i7 nous obtenons

4 2
0<¢"(2) < —= = —~.
g =y BT
Sachant que ,1 = g(x,), avec z,, > +/2 pour n > 1 par la question 1.c, nous concluons
que
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b. Nous déduisons de la question 2.a que

Vn > 1,

Tny1 — V2 Ty — V2
+1\3/§ 2’§( \3/52)2.

Autrement dit, la suite y, = |z,01 — V/2|/V/2 satisfait
Vi > 1, yn1 < v

Par récurrence sur n > 1, nous en déduisons que

2n—1

yngyl )

de sorte que
2n71

‘:ﬂn—\?’/ﬁ 1

7 ‘S(%)%_l T — V2

Nous concluons que

Exercice 2.

1. Considérons les fonctions polynémes Xj, définies par
Ve € R, Xp(z) = 2F,
pour k > 0, et calculons

o(Xo) =2, o(X))=(1-20)t, et o(Xy)=1t%.

1 1 1 9
/ ldx = 2, / rxdr =0, et / 22 de ==,
-1 —1 -1 3

Sachant que



la formule de quadrature o est d’ordre au moins égal & 2 si et seulement si

2=2

(1—20)t =0,
2

2=z

Ce choix est le seul pour lequel 'ordre de la méthode de quadrature élémentaire o est
au moins égal & 2. Pour tous les autres choix possibles, I'ordre est strictement inférieur.
L’ordre de la méthode de quadrature élémentaire o est donc maximal lorsqu’elle s’écrit

0(9)259(—\@) +9(0)+;g( ;)

pour toute fonction g € C°([—1,1],R).

2. Dans ce cas, nous calculons

O’(Xg) = O, et O’(X4) =

1 1 9
/ 933d93:0, et / at dr = =
1 _1 5

la méthode o est d’ordre au moins égale & 3, et il existe un polynéme de degré égal a 4
pour lequel elle n’est pas exacte. Cette méthode est donc d’ordre égal a 3.

Sachant que

3. Pour y € [—1,1], posons

Vo e [-1,1], gy(x) = (a: — y)i_

Par définition, le noyau de Peano K3 de la méthode de quadrature élémentaire o est égal
a
1
gy(z) dz — o (gy).
1

Wy € [=1,1], Ks(y) :/

Sachant que

et que

U(gy):;9y<_\/§>+gy(o)+;gy( 3)25(— ;—y>i+(—y)i+;< ;—yi

nous obtenons



4. Etant donnée une fonction g € C°([—1,1],R), rappelons que 'erreur associée a la mé-
thode de quadrature élémentaire o pour cette fonction est donnée par la formule

1
E(g)Z/_ g(y)dy — a(g)-

1

Lorsque la fonction g est de classe C* sur le segment [—1, 1], nous savons que cette erreur
s’exprime en fonction du noyau de Peano K3 sous la forme

1
Blo) = 5 [ Kol sV ) dy,

ce qui conduit & la formule

E(g)zé/l1 <(1;y)4—;<— ;—y)i—(—y)i—;< g—y)3+>g<4)(y)dy,

d’aprés la question 3.

Exercice 3.

1. Pour 0 < a < 1, introduisons la fonction
V(t,y,h) € [0,T) x R?, ®(t,y,h) = f(t+ ah,y + ahf(t,y)).

La fonction ® est bien définie et continue sur [0,7] x R?, & valeurs réelles. De plus, elle
satisfait
VO<n<N — 1, Yn+1 = Yn + hq)(tTMyn)h)a

lorsque la suite (yn)o<n<n suit le schéma numérique considéré aux temps (¢, )o<n<n. Cette
méthode est donc une méthode explicite & un pas.

2.a. Nous vérifions que

V(tay) S [O>T] xR, (I)(tvy70) = f(t+07y+ Of(tvy)) = f(t7y)a

ce qui assure la consistance de cette méthode numérique quel que soit 0 < a < 1.

b. Pour t € [0,7T], (y1,y2) € R? et h € R fixés, nous déduisons du caractére globalement
lipschitzien de la fonction f que

|®(t,y2, h) — ®(t, y1,h)| S‘f(t +ah,y2 +ahf(t,y2)) — f(t +ah,y1 + ahf(t’yl))‘
<Kl|ys + ahf(t,y2) —y1 — ahf(t,y1)|.

De méme, nous calculons

ly2+ahf(t,y2) —yr—ahf(ty)| < ly2—vi|+alb||f(ty2) — f(t )] < (1+K[R]) |y2— 0

puisque 0 < a < 1. Nous en déduisons I'inégalité
|®(t,y2, h) — ®(t,y1,h)| < K(1+ KI|h|)|y2 — 1.

Sous la condition |h| < 1,! et quel que soit 0 < a < 1, la fonction ® est donc globale-
ment lipschitzienne par rapport a sa seconde variable, ce qui garantit que cette méthode
numérique est stable.

1. Cette condition peut étre remplacée par n’importe quelle condition de la forme |h| < hg, ou ho est
un nombre réel strictement positif fixé.



c. D’aprés les questions 2.a et 2.b, la méthode numérique considérée est consistante et
stable sous la condition |h| < 1, et quel que soit 0 < a < 1. Par le théoréme de convergence
des méthodes numériques & un pas, elle est donc convergente sous ces conditions.

3.a. Etant donnée une fonction f de classe C! sur [0, 7] x R, la fonction @ est de classe C*
sur [0, 7] x R2. De plus, elle satisfait

n®(ty,h) = (O (t+ ah,y + ahf(t,)) + F(ty) 0y f (¢ + ah,y + ahf(y)) )

pour tout (¢, h) € [0,T] x R2. Rappelons alors que les fonctions f1% et fIY sont données
par les formules

O y) = fity), et U y) =af(ty) + F(t.y) 0y f(t,y).
Nous obtenons donc
(I)(t,y,O) = f[O} (t7y)7 et ahq)(ta y70) = af[l] (ta y)

Lorsque a # 1/2, et pour une fonction f générale, nous observons que 'identité

1
ahq)(t’ Y, O) = 5]0[1] (ta y)v

ne peut étre vraie pour tout couple (t,y). La méthode numérique considérée est donc
d’ordre 1 si et seulement si a # 1/2.

b. D’aprés la question 3.a, la méthode considérée ne peut étre d’ordre 2 que si a = 1/2,
et nous savons aussi que cette méthode est au moins d’ordre égal a4 2. Etant donnée une
fonction f de classe C? sur [0,7] x R, la fonction ® est de classe C? sur [0,7] x R%. De
plus, elle satisfait

DD (t,y, h) =a® (aff(t +ah,y + ahf(t,y)) +2f(t,y) 00, f (t + ah,y + ahf(t,y))
+ [t y)? 0L (¢ + ah,y + ahf(1,9)) ),
pour tout (t,y,h) € [0,T] x R?, tandis que

FRt,y) = OF F(t,y)+0uf (t,y) Oy f (. y)+F (£, y) (2000, f (£, ) +0y f (. y) >+ £ () 04 £ (£, y)).

Dans le cas ou a = 1/2, 'identité

1
af%q)(t7 Y, O) = gfp] (ta y)a

ne peut étre vraie en tout couple (¢,y) pour une fonction f générale. Pour a = 1/2, la
méthode considérée est donc d’ordre égal a 2.

c. D’aprés les questions 3.a et 3.b, la méthode considérée est donc d’ordre égal & 1 pour
a # 1/2, et & 2 pour a = 1/2. Elle est donc d’ordre le plus élevé pour a = 1/2. 1l s’agit
alors de la méthode dite du point milieu.



