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TD N°2. Espaces de Hilbert

Exercice 1.

Considérons une norme |||| sur un espace vectoriel réel E et supposons qu’elle satisfait
I'identité du parallélogramme

V(@,y) € B2 |lz +yl* + o = yl* = 2(lll* + ly]*).

Posons .
V(.y) € B (@) = 5 (Il +yl? = 2l = Ily)?)-

1. Vérifier que
V(z,y) € E?, (z,y) = (y, ).

2.a. Vérifier que

V(z,y) € E?, (—z,y) = —(z,y), et (x,2y) =2(z,y).

b. En déduire que
V(z,y,2) € B, (x +y,2) = (z,2) + (y,2).

3.a. Montrer que
VA ER, V(z,y) € E*, (\z,y) = Mz, ).

b. Conclure que 'application (, ) est un produit scalaire sur F dont la norme associée est
la norme || ||.

Exercice 2.

Soit H un espace de Hilbert. Considérons deux suites (,)n>0 €t (yn)n>0 de H telles que

Vn >0, feallm <1, et [yalln <1

1. Supposons que

Montrer que

2. Supposons que

Montrer que



Exercice 3.
Soit
+oo
HY(N) = {a = (an)n>0 € £2(N) t.q. z:nQ|an|2 < —i—oo}.
n=0
1.a. Montrer que H!(N) est un sous-espace dense de £2(N).
b. En déduire que le sous-espace H!(N) n’est pas un sous-ensemble complet de ¢?(N).

2. Posons
“+o0

¥(a,0) € H'(N)?, (a,b)zs = (1 +n?)anby.
n=0
a. Vérifier que (, )41 est un produit scalaire sur 'espace H!(N).

b. Montrer que I'espace H'(N) muni de ce produit scalaire est un espace de Hilbert.

Exercice 4.

Considérons l'espace H des fonctions mesurables sur Ry telles que

+o00
f(z)?e " dx < +oo,
0

et posons

+oo
W(f.g) € B2 () = / F@)g(x)e= da.
0

1. Vérifier que Papplication (, )z définit un produit scalaire sur l'espace H.

2.a. Soit (fn)n>0 une suite de Cauchy pour la norme ||| g associée au produit scalaire
(, ). Posons

Vn >0, Vo € Ry, gn<m) = fn(x)e_i'
Montrer que la suite (g,)n>0 est une suite de Cauchy de L?(R.).

b. En déduire que H est un espace de Hilbert pour le produit scalaire (, ).

Exercice 5.

Déterminer la valeur minimale de l'intégrale

1
I(a,b,c):/ (333—a:n2—bx—c)2daz.
~1

pour (a,b,c) € R3.

Exercice 6.

Soit H un espace de Hilbert. Considérons la boule fermée B¢(a, R) de centre a € H et de
rayon R > 0.

1. Soit « € H. Déterminer la distance de z a la boule fermée B¢(a, R).

2. Soit (ep,...,en) une famille orthonormée de H et F' le sous-espace vectoriel de H
engendré par cette famille. Montrer que la distance de la boule B¢ (a, R) au sous-espace F
est égale &

N 1
d(By(a, R), F) = max { (Hayﬁq -3 e,->%{) : R,O}.

i=1



Exercice 7.
Soit
F = {a = (an)n>0 € EZ(N) t.q. Vn >0, a9, = a2n+1}.
1. Vérifier que F' est un sous-espace vectoriel fermé de ¢?(N).
2.a. Déterminer le sous-espace orthogonal F- de F.
b. En déduire la décomposition d’une suite (ay,)n>0 suivant le sous-espace F' et son ortho-
gonal F*.
Exercice 8.

Rappelons que l'espace C2(R) des fonctions continues & support compact est dense dans
L?(R), et considérons le sous-espace

—+00

V:{fECS(R) t.q. / f(a:)dx:O}.
1. Soit ¢ € C2(R) telle que
+o00
o(x)dx = 1.

Pour n > 1, posons

VxEIR,@Ax)::%¢(%>.

a. Montrer que

2
on ot oo 0 dans L*(R).
b. Pour g € C2(R), posons

Vnzl,hn:g—(/

—00

—+00

g(z) daz) O

Montrer que la fonction h, appartient au sous-espace V.
c. En déduire que

vt c cdR)*:.
2. Conclure que le sous-espace V est dense dans L%(R).

Exercice 9.
Soit
—+00
A(N) = {a = (an)n>0 € RY t.q. la||Z = Za% < +oo}.
n=0
Considérons un espace de Hilbert H séparable muni d’une base hilbertienne (e, )n>0.
1. Pour = € H, notons

Vn >0, a, = (z,en)H.

Montrer que la suite a = (a,,),>0 appartient a espace ¢*(N), et qu’elle vérifie

]z = [lalle-



2. Soit a € £?(N). Montrer que la série Y ane, est convergente dans H, et qu’elle satisfait
n>0

—+00
VYn >0, a, = <kz_0akek.,en>H.

3. Soit
Ve e H, &(x) = (<$,€n>H)n20-
Conclure que ® est un isomorphisme linéaire de H sur £?(N).

4. En déduire que (e ),>0 n’est pas une base algébrique de H.

Exercice 10. Théoréeme de Riesz.

Soit H un espace de Hilbert séparable muni d’une base hilbertienne (e;),>0. Supposons
qu’il existe une sous-suite <e¢(n))n20 qui converge vers un vecteur e, de H.

1. Montrer que

lecollzr = 1.

2. Vérifier que
Vn > 07 <e¢(n)7 e¢>(n+1)>H =0.

3. Conclure que la boule unité fermée de H n’est pas compacte.

Exercice 11.

Considérons 'espace Lgér des fonctions réelles mesurables, 2m-périodiques et de carré inté-
grable sur | — 7, 7[. Rappelons qu'il s’agit d’un espace de Hilbert pour le produit scalaire

W(f) € (L), oo = 5= | falgla)da,

1. Soit
V= {f € Lf)ér t.q. ppt. z € R, f(—z) = f(x)},

2

le sous-ensemble des fonctions paires de Lg,.

2
pér-

a. Montrer que V est un sous-espace fermé de L
b. En déduire que V' est un espace de Hilbert pour le produit scalaire (, )z2.
2. Pour n > 0. Posons

Ve € R, fo(z) = V2cos(2"x).
a. Vérifier que la famille (f,,)n>0 est orthonormale.
b. Cette famille est-elle une base hilbertienne de V' 7

. . e 9
3. Rappelons que le sous-espace P des polyndmes trigonométriques est dense dans Lpér(R).
Pour n > 0, posons

Vz € R, en(z) = V2 cos(nz).
a. Vérifier que la famille (e;,),>0 est orthonormale.
b. Montrer que le sous-espace P NV est dense dans V.

c. En déduire que la famille (ep,)n>0 est une base hilbertienne de V.



Exercice 12. Polynémes de Laguerre.

Considérons 'espace H des fonctions réelles mesurables sur R telles que

+o00
/ f(z)%e " dx < +oo.
0

Rappelons qu’il s’agit d'un espace de Hilbert pour le produit scalaire
2 oo
W(f9) € B2 (fughn = [ f@hgla)e ™ do
0

l.a. Soit n > 0. Montrer qu’il existe un unique polynéme réel L,, tel que
A -z

Vo >0, dx—n(x e *) =nlLy(z)e ™.
b. Déterminer le degré et le coefficient de plus haut degré du polynéme L,,.
c. En déduire que la famille (Lj,,)n>0 est une base algébrique de R[X].
2.a. Vérifier que I’ensemble des fonctions polynémes est un sous-espace de H.
b. Montrer que

Yn >m >0, (Lpy, Ly)g = 0.

c. Vérifier que

“+o00
Vn >0, / z"e T dr =nl.
0

d. En déduire que la famille (L,,)n>0 est orthonormale dans H.

3. Nous admettons que le sous-espace des fonctions polynoémes est dense dans H. En déduire
que la famille (Lj,)n>0 est une base hilbertienne de H.



