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Examen

La durée de cet examen est de deux heures. Les deux exercices sont indépendants. L’usage
des calculatrices ainsi que de tout autre appareil électronique est interdit.

Questions de cours. (4 points)

1. Donner la formule des coefficients de Fourier (¢, (f’))nez de la dérivée f' d’une fonction
f 2m-périodique, continue et de classe C! par morceaux sur R.

2. Enoncer la formule de polarisation qui relie le produit scalaire (-, -) p d’un espace vectoriel
réel E' a la norme euclidienne || - | g associée.

3. Soit E un espace vectoriel réel muni d’une norme || - ||. Donner la définition d’une suite
de Cauchy (uy)n>0 de E.

4. Soit F' un sous-espace vectoriel d'un espace de Hilbert réel H. Donner la formule du
bi-orthogonal (F1)+ du sous-espace F en fonction de ce sous-espace.

Exercice 1. (8 points)

Soit 0 < o < 7. Considérons la fonction 2m-périodique f définie par

Vo €] — w7, fz) = {1 —a sl <a
0 sinon.
1.a. Représenter le graphe de la fonction f sur 'intervalle [—27, 27].
b. La fonction f est-elle impaire sur R? Est-elle paire sur R 7
c. La fonction f est-elle continue sur R ? Est-elle de classe C' par morceaux sur R ?
2.a. Calculer les coefficients de Fourier (b,(f))n>1 de la fonction f.
b. Calculer le coefficient de Fourier ag(f) de la fonction f.

c. Vérifier que les coefficients de Fourier (ay(f))n>1 de la fonction f sont égaux a

2
Vn > 1, an(f) = o (1 - cos(na)).
3.a. En déduire que
—+00
Z 1 —cos(na) a2 — )
5 = .
= n 4
b. Déterminer la valeur de la série
+o00
(1 — cos(na))?
§=) —
n=1

c. En déduire la valeur de la série

+00 2
Z 1 — cos(na)

T = T.
n=1



Exercice 2. (8 points)

Soit H I'ensemble des suites réelles a = (ay)n>0 telles que

+oo
Z 2"a2 < +o0.

n=0
l.a. Vérifier que H est un sous-espace de l'espace des suites réelles de carré sommable
2(N,R).
b. Soit
+o0o
V(a,b) € H?, (a,b)y = Y _ 2 anbn.
n=0

Montrer que l'application (-, )y est bien définie, et qu’il s’agit d’un produit scalaire réel
sur ’espace H.

2.a. Soit (aP)),>0 une suite de Cauchy de H pour la norme | - ||z associée au produit
scalaire (-, -)g. Posons
Vp >0, Vn >0, ulP) =23 o)

Vérifier que (u(P)),>q est une suite de Cauchy de £2(N, R).
b. En déduire que H est un espace de Hilbert pour le produit scalaire (-, ).
3.a. Posons

B ={a € H telle que ¥n > 0, |a,| < 1}.
Vérifier que le sous-ensemble B est non vide et convexe.

b. Soit
Va € H, [lafl = sup lay].
n>0

Vérifier que
Va € H, HCLHgoo < HCLHH
c. En déduire que B est fermé.

d. Etant donnée une suite a € H, posons

ap, si|ap| <1,

o si|ap| > 1.

lan]?

Veérifier que la suite (by,)n>0 appartient a B.

e. Soit @ € H. En déduire 'expression de la projection de la suite a sur le sous-ensemble
convexe fermé non vide B.



