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Devoir surveillé

La durée de ce devoir est d’une heure et trente minutes. Les deux exercices sont indépen-
dants. L’usage des calculatrices ainsi que de tout autre appareil électronique est interdit.

Questions de cours. (2 points)

1. Soit f : R → C une fonction 2π-périodique et continue par morceaux sur R. Donner la
définition des coefficients de Fourier complexes (cn(f))n∈Z de la fonction f .

2. Donner la définition réelle d’un polynôme trigonométrique 2π-périodique.

Exercice 1. (9 points)

Considérons la fonction 2π-périodique f définie par

∀x ∈ [−π, π], f(x) =


−(x+ π

2 ) si − π ≤ x ≤ −π
2 ,

0 si − π
2 ≤ x ≤ π

2 ,

x− π
2 si π

2 ≤ x ≤ π.

1.a. Représenter le graphe de la fonction f sur l’intervalle [−2π, 2π].

b. Vérifier que la fonction f est paire sur R.

c. La fonction f est-elle continue sur R ?

d. Vérifier que la fonction f est de classe C1 par morceaux sur R.

2.a. Calculer les coefficients de Fourier (bn(f))n≥1 de la fonction f .

b. Vérifier que
a0(f) =

π

8
.

c. Montrer que

∀k ≥ 1, a2k(f) =
1− (−1)k

2πk2
, et ∀k ≥ 0, a2k+1(f) = − 2

π(2k + 1)2
.

d. En déduire la valeur de la série

S1 =
+∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
.

Exercice 2. (9 points)

Considérons la fonction 2π-périodique g définie par

∀x ∈ [−π, π], g(x) =


cos(x) si 0 < x < π,

0 si x = −π, 0 ou π,

− cos(x) si − π < x < 0.
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1.a. Représenter le graphe de la fonction g sur l’intervalle [−2π, 2π].

b. Vérifier que la fonction g est impaire sur R.

c. La fonction g est-elle continue sur R ?

d. Vérifier que la fonction g est de classe C1 par morceaux sur R.

2.a. Calculer les coefficients de Fourier (an(g))n≥0 de la fonction g.

b. Vérifier que

∀k ≥ 1, b2k(g) =
8k

π(4k2 − 1)
, et ∀k ≥ 0, b2k+1(g) = 0.

c. Montrer que

∀p ≥ 0, sin
((2p+ 1)π

2

)
= (−1)p.

d. En déduire la valeur de la série

S2 =

+∞∑
p=0

(−1)p (2p+ 1)

16p2 + 16p+ 3
.
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