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Devoir a la maison N°2

Considérons les polynomes de Legendre (Ly,),>0 définis par la formule de Rodrigues

1
ALY

Vn >0, L,(X) = P (X),

dans laquelle la notation Pﬁ”) désigne le polynome dérivé d’ordre n > 0 du polyndéme

Py(X) = (X% -1)".

1.a. Calculer les polynoémes Lg, L1 et Lo.

b. Soit P et @) deux polyndmes réels. Vérifier la validité de la formule de Leibniz

vYm >0, [PQ] (m) _ Z (Z) prIQm—Fk)
k=0

c. En déduire que L, est un polynome de degré n et de coefficient dominant 2% (2:) .

d. Conclure que les polynoémes (Lg, L1,...,Ly) forment une base de I'espace R,,[X] des
polynomes réels de degré inférieur ou égal a n.

2.a. Vérifier que
vn >0, (X% - 1)PL(X) = 2nX P,(X).

b. En déduire que

Yn >0, [(1 - X2) L,(X)] +n(n+1)L,(X) = 0.

c. Montrer que

1 1
Vm,n >0, / (1— 2L (z)L,(z)dx = m(m + 1)/ Ly (x) Ly () de.

-1 -1

d. En déduire que

lorsque m # n.

e. Conclure que

Vn > 1, VP € R,_1[X], / L, (z)P(z)dx = 0.
-1

3.a. Vérifier que

Vi >0, Ln( ;i() — D)X DR

k=0



b. En déduire que
Vn >0, L,(—1)=(-1)", et Ly(1)=1.

c. Montrer que

1 1
Vn >0, / Ly(x)*de =2 — 2/ x L (x) Ly(x)d.
-1 -1

d. Vérifier que
Vn >0, P (X)=2(n+1)X P,(X), et XL (X)=L, (X)—(n+1)L,(X).

e. En déduire que

1
9
vn > 1 L, (2)?dx = )
"= ’/_1 n(@) de =5

2 1
Vn >0, Ve € [-1,1], ex(x) = 4/ n2—i— L, (z).

Conclure que les fonctions polynémes (e )n>0 sont orthonormées dans l’espace de Hilbert

L?([-1,1],R).

f. Soit

Nous admettons que le sous-espace C°([—1, 1], R) des fonctions réelles continues sur [—1,1]
est dense dans I'espace de Hilbert L?([—1,1],R) muni du produit scalaire

1
(f,9) € LA(~1,1),R)2, (£, g) 12 = / @) gla)da.

4.a. Soit f € C°([~1,1],R). Etant donné un nombre £ > 0, vérifier qu'il existe une fonction
polynéme @ telle que
sup |Q(z) — f(x)| <e.

z€[—1,1]
b. Montrer que
1Q = fl| 2 < V2e.
c. En déduire que l'espace P([—1,1],R) des fonctions polynémes définies sur [—1,1] et &
valeurs réelles est dense dans L?([—1,1],R).
d. Conclure que la famille (e,,),>0 est une base hilbertienne de L?([—1, 1], R).

5.a. Soit f € CO([—1,1],R). Vérifier qu’il existe des nombres réels uniques «, 3 et 7 tels
que

Y(a,b,c) € R3, /

-1

1 1

(f(x)—a—b:r—cx2)2d:r2/ (f(x)—aeo(fv)—ﬁel(:v)—'yeg(x))de.

-1

b. Vérifier que
a:<f780>L27 6:<f761>L27 et 7:<f7€2>L2'

c. Conclure que

Y(a,b,c) € R?, /

-1

1

9 1
(f(l))—a—b.’lf—0$2) dr > /1 f(x)Q d:L‘—<f, 60>%2_<f7€1>%2_<f7 62>%2‘

d. Application. Montrer que
90

a4’

1 2
inf / (COS(?T.T) —a—bxr — cx2> dr=1-
(ab,0)eR3 J_1



