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Devoir à la maison N◦1

Exercice 1.

Soit α > 0. Considérons la fonction fα définie par

∀x ∈ R, fα(x) =
1

ch(α)− cos(x)
.

1.a. Vérifier que la fonction fα est bien définie, 2π-périodique et de classe C∞ sur R.

b. Montrer que

∀x ∈ R, fα(x) =
1

sh(α)

( 1

1− eix−α
+

e−ix−α

1− e−ix−α

)
.

2.a. Vérifier que

∀x ∈ R,
1

1− eix−α
=

+∞∑
n=0

e−αneinx.

b. En déduire que

∀x ∈ R, fα(x) =
1

sh(α)

(
1 + 2

+∞∑
n=1

e−nα cos(nx)
)
.

3.a. Quelle est la valeur des coefficients de Fourier (bn(fα))n≥1 de la fonction fα ?

b. Vérifier que les coefficients de Fourier (an(fα))n≥0 de la fonction fα sont égaux à

a0(fα) =
1

sh(α)
, et ∀n ≥ 1, an(fα) =

2 e−nα

sh(α)
.

c. En déduire la valeur des intégrales

Iα =
1

π

∫ π

0

dx

ch(α)− cos(x)
, et Jα =

1

π

∫ π

0

dx(
ch(α)− cos(x)

)2 .
Exercice 2. Convolution de fonctions périodiques.

Soit C0
pér(R,C) l’ensemble des fonctions à valeurs complexes, continues et 2π-périodiques

sur R.

1.a. Soit (f, g) ∈ C0
pér(R,C)2. Considérons le produit de convolution f ∗ g donné par

∀x ∈ R, f ∗ g(x) = 1

2π

∫ π

−π
f(x− y) g(y) dy.

Montrer que le produit de convolution f ∗ g est bien défini et 2π-périodique sur R.
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b. Soit x0 ∈ R. Étant donné un nombre ε > 0, montrer qu’il existe un nombre δ > 0 tel
que

∀x ∈ [x0 − δ, x0 + δ], ∀y ∈ [−π, π],
∣∣f(x− y)g(y)− f(x0 − y)g(y)

∣∣ < ε.

c. En déduire que le produit de convolution f ∗ g est continu sur R.

2. Soit
∀n ∈ Z, ∀x ∈ R, en(x) = einx.

a. Vérifier que les coefficients de Fourier (cn(f))n∈Z d’une fonction f ∈ C0
pér(R,C) satisfont

∀n ∈ Z, en ∗ f = cn(f) en.

b. En déduire que le produit de convolution ne possède aucun élément neutre, soit qu’au-
cune fonction f ∈ C0

pér(R,C) ne satisfait

∀g ∈ C0
pér(R,C), g ∗ f = g.

3.a. Soit (f, g) ∈ C0
pér(R,C)2. Vérifier que

∀n ∈ Z, cn(f ∗ g) = cn(f) cn(g).

b. Soit h ∈ C0
pér(R,C). En déduire que

∀n ∈ Z, cn
(
f ∗ (g ∗ h)

)
= cn

(
(f ∗ g) ∗ h

)
.

c. Conclure que le produit de convolution est associatif, soit que

f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h.

d. Le produit de convolution est-il commutatif, c’est-à-dire satisfait-il

∀(f, g) ∈ C0
pér(R,C)2, f ∗ g = g ∗ f ?

4.a. Vérifier que
∀n ∈ Z, en ∗ en = en.

b. En déduire l’ensemble des solutions f ∈ C0
pér(R,C) de l’équation

f ∗ f = f.

5. Application. Soit f la fonction 2π-périodique définie par

∀x ∈ [−π, π], f(x) = |x|.

a. Vérifier que la fonction f est bien définie, paire, continue et de classe C1 par morceaux
sur R.

b. Déterminer les coefficients de Fourier (cn(f))n∈Z de la fonction f .

c. Montrer que la fonction f ∗ f est paire et qu’elle satisfait

∀x ∈ [0, π], f ∗ f(x) = 1

6π

(
2x3 − 3πx2 + 2π3

)
.

d. En déduire la valeur de la série

S =
+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)8
.
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