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Devoir a la maison N°1

Exercice 1.

Soit a > 0. Considérons la fonction f, définie par

1

Ve € R, folz) = h(a) — cos(a)’

1.a. Vérifier que la fonction f, est bien définie, 2m-périodique et de classe C*° sur R.

b. Montrer que

¥z € R, fu(z) = — ( L, e~ )

sh(a) \1 —ei#—a = ] — etz-

2.a. Vérifier que
= R _ Z —an mx

b. En déduire que

Vz € R, falz) =

(1+22@ "% cos( nx)

3.a. Quelle est la valeur des coefficients de Fourier (b,(fa))n>1 de la fonction f, ?

b. Vérifier que les coefficients de Fourier (a,(fa))n>0 de la fonction f, sont égaux a

1 2e N

ao(fo) = sh(a)’ et Vn>1,a,(fa) = (o)

c. En déduire la valeur des intégrales

1 (7 dx 1 (7 dx
Lo | G ma, (ch(a) — cos(@))%

Exercice 2. Convolution de fonctions périodiques.

Soit C%_ (R, C) I'ensemble des fonctions & valeurs complexes, continues et 27-périodiques

pér
sur R.
l.a. Soit (f,g) € Cger(]R, C)2. Considérons le produit de convolution f * g donné par
1 ™
Ve eR, frgle)=o— [ fle-y)g(y)dy.

Montrer que le produit de convolution f * g est bien défini et 27-périodique sur R.



b. Soit zg € R. Etant donné un nombre ¢ > 0, montrer qu'’il existe un nombre § > 0 tel
que
Vo € [zg — 6,20 + 0], Yy € [—7, 7],

Fl@=y)gly) — flzo —y)g(y)| <e.

c. En déduire que le produit de convolution f * g est continu sur R.

2. Soit ‘
Vn € Z,Vr € R, ey(x) = .

a. Vérifier que les coefficients de Fourier (¢, (f))nez d'une fonction f € C% (R, C) satisfont

pér
Vn € Z, en *x f = cn(f) en.

b. En déduire que le produit de convolution ne posséde aucun élément neutre, soit qu’au-
cune fonction f € CY (R, C) ne satisfait

pér
Vg € Cs(R,C), g* f=g.
3.a. Soit (f,g) € Che (R, C)?. Vérifier que
Vn € Z, cn(f * g) = cn(f) cn(g)-
b. Soit h € Cgér(R, C). En déduire que
Vn € Z, co(f * (gxh)) = cn((f *g) xh).
c. Conclure que le produit de convolution est associatif, soit que
fr(gxh)=(f*g)*h.

d. Le produit de convolution est-il commutatif, c’est-a-dire satisfait-il

(£,9) € Cpar(R,C)?, frg =g f7
4.a. Vérifier que
Vn € Z, ey % e, = €.
b. En déduire I'ensemble des solutions f € C).(R,C) de 'équation
fxf=1T
5. Application. Soit f la fonction 27-périodique définie par
Vz € [_Trvﬂ-]a f(ﬂj) = |ﬂ§‘|

a. Vérifier que la fonction f est bien définie, paire, continue et de classe C! par morceaux
sur R.

b. Déterminer les coefficients de Fourier (¢, (f))nez de la fonction f.

c. Montrer que la fonction f x f est paire et qu’elle satisfait
1
Vo € [0,7], f* f(x) = 6—(2933 — 3ma? + 27T3).
™

d. En déduire la valeur de la série

400 1
S = ;(%Jr "



