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Devoir à la maison N◦1

Exercice 1.

1. Étant donné un nombre t ∈ R, considérons la fonction F définie par

∀x ∈]− 1, 1[, F (x) =
1− x2

1 + x2 + 2x sin(t)
.

a. Vérifier que la fonction F est bien définie sur ]− 1, 1[ et qu’elle satisfait

∀x ∈]− 1, 1[, F (x) = −1 +
ieit

ieit − x
+

ie−it

ie−it + x
.

b. Montrer que
ieit

ieit − x
=

+∞∑
n=0

(−i)ne−intxn.

c. En déduire que

∀ − 1 < x < 1, F (x) = 1 +
+∞∑
n=1

(
(−1)ne−int + eint

)
in xn.

2.a. Soit 0 ≤ θ < π/2. Vérifier que

cos(θ) =
1− tan2

(
θ
2

)
1 + tan2

(
θ
2

) , et sin(θ) =
2 tan

(
θ
2

)
1 + tan2

(
θ
2

) .
b. Déterminer le développement en série de Fourier de la fonction hθ définie par

∀t ∈ R, hθ(t) =
1

1 + sin(θ) sin(t)
.

c. Soit m ≥ 0 et n ≥ 1. En déduire la valeur des intégrales Im et Jn définies par

Im =

∫ π

−π

cos(mt) dt

2 +
√
3 sin(t)

, et Jn =

∫ π

−π

sin(nt) dt

2 +
√
3 sin(t)

.

Exercice 2.

Soit
∀x ∈ R, f(x) = eix

2
.

1.a. Montrer que

∀R > 1,

∫ R

1
f(x) dx =

∫ R2

1
eiy

dy

2
√
y
.

1



b. Vérifier que ∫ R2

1
eiy

dy
√
y
=

eiR
2

iR
− ei

i
+

1

2i

∫ R2

1
eiy

dy

y
3
2

.

c. En déduire qu’il existe un nombre complexe ℓ tel que∫ S

−R
f(x) dx →

R,S→+∞
ℓ.

Nous cherchons désormais à déterminer la valeur de l’intégrale généralisée

ℓ =

∫ ∞

−∞
eix

2
dx.

2. Soit g : R → C la fonction 2π-périodique définie par

∀x ∈ [−π, π], g(x) = e
ix2

2π .

a. Vérifier que la fonction g est continue et de classe C1 par morceaux sur R.

b. Montrer que

∀n ∈ Z, cn(g) =
1

2π
e−

iπn2

2

∫ π

−π
e

i(x−πn)2

2π dx.

c. Vérifier que

∀n ∈ Z, e−
iπn2

2 =

{
1 si n est pair,
−i si n est impair.

d. En déduire que

∀N ≥ 0,

2N+1∑
k=−2N−1

ck(g) =
1

2π

∫ (2N+1)π

−(2N+1)π
e

ix2

2π dx− i

2π

∫ 2(N+1)π

−2(N+1)π
e

ix2

2π dx.

e. Conclure que ∫ +∞

−∞
eix

2
dx =

√
π

2

(
1 + i

)
.
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