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Exercice 1.

l.a. Commencons par vérifier que la fonction F' est bien définie sur | — 1, 1[. Nous savons
en effet que
|sin(t)| < 1,

de sorte que
|22 sin(t)] < 2|x.

Nous pouvons donc estimer le dénominateur de la fonction F' par
1+ + 2z sin(t) > 1+ 22 — ‘szin(t)‘ >14 2% - 2z| = (1- |:v\)2

Comme (1 — |z[)2 > 0 lorsque # €] — 1,1[, nous concluons que le dénominateur de la
fonction F' ne s’annule pas sur | — 1, 1], ce qui assure que cette fonction est bien définie sur
cet intervalle.

Nous savons par ailleurs que

lie!| =1 > |z|, et |ieT%| =1>|z|,

pour z €] — 1,1[. Les nombres ie® — z et ie™™ + x sont donc non nuls, et les fractions

rationnelles e’ /(ie’ —x) et ie = /(ie~* +x) sont bien définies. Nous pouvons alors calculer

iett ie” 2i2 + jx(e — e~
iett —x  de T+ i2 — 22 +ix(e — e7H)
2+ 2z sin(t
_ 14 + 2z sin(t)

1422 + 2z sin(t)’
puisque

i(e" —e ™) = ————— = —2sin(t).
i

11 suffit alors de réduire I'expression précédente au méme dénominateur pour conclure que

ie't je " 1—=x

jeft — o + je~ i + x 1 + 22 4 2z sin(t)

2

. = F(z).

b. Nous écrivons )
jett 1 1
it = T it
e — 1—@ l1+2xe™

et observons que

_it’ = |z| < 1.

’—ixe
Rappelons alors que la série géométrique ), 2" est convergente dés que |z| < 1, et que
sa somme vaut dans ce cas
~+00 1
E 2" =
T
n=0 z




Nous obtenons donc
—+o00

1 . it \m
—_— .t:E (—ie "z)",
14+ixe™
n=0
ce qui conduit & la formule
. gt o0
ie Nm i
e = E (—i)e g™,
e’ —x
n=0
c. Nous écrivons de méme
e~ 1 1
etz 1+ s T 1 ey
Sachant que
’ze x| =z <1,

nous pouvons développer cette expression sous la forme

. it +oo —+00

te - it \M n _int s
e oY ) =Y e
e x

D’aprés les questions 1.a et 1.b, nous concluons que
+00
CL’) S— Z(_Z)n —int "+ Z -n znt 2" =1+ Z n —int eznt) i
n=0

2.a. Soit 0 < 0 < 7/2. Rappelons d’abord que

cos(#) = 2 cos? (g) —1, et sin(f) =2sin (g) cos (g)

Observons ensuite que, pour 0 < 6 < 7/2, le nombre tan(6/2) est bien défini par 'expres-

sion (9)
AN sin (3
tan (5) = cos (g) s

d’ott nous déduisons la formule

2(0 in2 (8
1+ tan? (Q) _ cos (2) +ng (2) _ 1 -
2 cos? (£) cos? (%)
puis l'expression
2 1 — tan? (Q)
0) = —1= 27
cos() 1+ tan? (%) 1+ tan? (%)

Nous obtenons de méme

OO R

b. Lorsque 0 < § < 7/2, le nombre



appartient a U'intervalle [0, 1[, et nous pouvons donc calculer

0 1 —tan? (¢
F(an (2)) - il
2 1+ tan? () 4 2 tan () sin(t)
Aprés avoir factorisé cette expression par 1 + tan?(6/2), nous obtenons

F(tan (g)) 1+ sfr?(se(f)sin(t) = cos(8) ha(t).

Comme 0 < 6§ < 7/2, le nombre cos(f) est strictement positif, et nous pouvons utiliser la
formule de la question 1.c pour développer la fonction hg en la série trigonométrique

1 +§OO: n_—int int) ;n n g
Observons alors que

Vn > 1,Vt € R, ((71)"6_”“5 + emt) i" tan" (g)‘ < 2tan” <g>

Sachant que le nombre tan(6/2) appartient a l'intervalle [0, 1], la série géométrique ), -4
tan™(0/2) est convergente, ce qui assure la convergence normale de la série trigonométrique
1 Z <(_1)n " tan” (g) —int " tan” (g) int)
—==e"").

cos(#) + cos(0) ¢« cos(#)

n>1

Par conséquent, cette série trigonométrique est la série de Fourier de sa fonction somme
hg. Les coefficients de Fourier de cette fonction sont donc égaux a

3" tan"™ (g)

cos(6)

1
CO(hG) = COS(G)’ vn Z ]'7 Cn(he) =

et
(=)™ tan™ (g)

Vn > 1, C_n(hg) = cos(0)

c. Pour 6§ = 7/3, nous savons que
: <7T) V3
sin (= ) = —,
3 2

de sorte que
2
VteR, h=(t) = ————.
() 2 + /3 sin(t)

Par définition des coefficients de Fourier de cette fonction, nous avons donc
I():’/Tao(hz), vYm>1, I, =

3

et

Rappelons alors que



tandis que

=1, ap(hs) = cp(hz) +eplhz), et by(hs) =i(ep(hz) = cop(hz)).
Comme ) 1
T T
cos (g) =3 et tan (g) = 73

nous déduisons de la question 2.b que

:
puis
iy - 2
et enfin
Wp> 1, by(hs) = W

En conclusion, nous obtenons
Iy = 2m,
et
2w (—1)P

Ym>1, I, = 3P
0sim=2p+1,

sim = 2p,

et de méme,

081n—2p,
Vn>1 Jn— (1)p+ —9 1
3 sin=2p+1.

Exercice 2.

1.a. Rappelons d’abord que la fonction f est bien définie et de classe C* sur R. Les inté-
grales sur un segment considérées ici sont donc bien définies. Nous pouvons en particulier
utiliser le changement de variables = |/y pour obtenir I’expression

R Rz dy
VR>1,/ flz dx:/ ey —.
. (z) : NG

b. Nous intégrons par parties en posant
vy € [LRQL u(y) = T et ’U(y) R
Les fonctions u et v sont en effet bien définies et de classe C* sur [1, R?], et elles satisfont

Vy e [L,R?, u'(y) =e", et V(y) =-—

3
292
Nous obtenons ainsi
R2 2
[Cend g [t
1 VY 1 2 y2
iR ei 1 / dy
1R 2 5



c. Rappelons d’abord que les intégrales de la fonction f sur tout segment de la forme
[~ R, S] sont bien définies, puisque cette fonction est continue sur R. A 'aide de la formule

de Chasles, nous pouvons donc écrire

s -1, IR s
/ fx) d:l::/ e dx—I—/ e’ dx—l—/ e dx,
—R -1 1

-R

puis par le changement de variables z = —x,
1 9 S 5
e dr + / e dx.
1

/_if(x)dw:/lReiz2dz+/_l

D’aprés les questions 1.a et 1.b, nous avons alors
R iR? i R2
2 e e 1 ,
e di= = o+ et
/1 2R 29 41 )y

est intégrable sur [1,+o00]. Sachant que

Sl &

Rappelons ici que la fonction ¢ +—> y*3/ 2
iy .
Vy > 1, — | <
y2 y2?
la fonction y — e y=3/2 est elle-aussi intégrable sur cet intervalle, ce qui assure que
+oo dy

RQ
Y Y 1Y
/ (& —3 — e 3
1 y2 R—+o00 1 Z/2

ezR

Comme
- 2
‘ _ L
2iR| 2R R—too

nous concluons que
R i +00
, e 1 o d
/ e dz o —— 4 — ely—g.
1 R—+oo 20 41 Jq Y2
Nous déduisons de cette convergence que
S 7 +o00
» e 1 oo d
/ ¢z — —_ 4 — e —f,
1 S—+o00 2 4Z 1 y§
et enfin que
S
/ e dr L,
R R,S—+o00
ou . ) N
. et 1 . d
Ez/ e dy — = 4 — e’y—g.
~1 ? 23 1 Y2
2.a. La fonction g est bien définie et de classe C*™ sur | — 7, w[. De plus, elle satisfait
glz) — ez =i, et g&) — ez =i
z—(—m)* T
Par 27-périodicité, elle est donc bien définie et continue sur R. Comme
1T ix?

Vo €] —m,7], ¢'(z) = —e



elle vérifie aussi

gdx) — —ie%T =1, et gdx) — iez =—1.
z—(—m)* =TT

Par 27-périodicité, il s’agit donc d’une fonction de classe C! par morceaux sur R.

b. Par définition, nous avons
]. 4 ix2 .
Vn € Z, cn(g) = / exr e " dx.

Comme

1 s 2 ™ i(;v—Trn)2
cn(g) = 7€ ] / e 2 dr.
—Tr

c. Lorsque n = 2k est pair, nous calculons

_ imn2

95 k2
e 2:€2I7Tk:1

)

tandis que pour n = 2k + 1 impair, nous avons

_ irn?2

o e—m(2k2+2k+%) _ix

=e 2 = —i.

d. Nous décomposons la somme & calculer en ses termes pairs et impairs

2N+1 N N
VN >0, Z ck(g) = Z car(g) + Z cor+1(9)-
k=—2N—1 k=—N k=—(N+1)

D’aprés les questions 2.b et 2.c¢, nous savons alors que

1 T i(x—2km)2
car(9) /e a dx,

d’ou par le changement de variables y = x — 2k,
1 —(2k-1)m 2
cunle) =g [ ey
2T )@kt 1)n

Nous déduisons donc de la formule de Chasles que

N 1 N —(2k—1)m iy? 1 (2N+1)m 2
S enlo) = o 3 Eay= L i ay
k=N TN/ — @kt 1) T J_@Nt1)r
De fagon similaire, nous calculons
i [T ie=Ckym?
cart1(9) = “om e 2 x,
—Tr
puis
i —2km 2
cort1(9) = Tor e dy,
T J2(k+1)m

6



par le changement de variables y = z — (2k + 1)7. Par la formule de Chasles, il vient alors

N i 2km i 2D
> cwralg) = —g Z / et dy = —o— ez dy,

k=—(N+1) Z(N+1) 2(k+1)m 2m —2(N+1)m
de sorte que
2N+1 1 [@N+Lm o i 2N+l)m o
Z ck(g) = / e dx — — ez dz.
k=—2N-1 21 J_@N+ 1) 21 ] _o(N+1)r

e. Comme la fonction g est 2mw-périodique, continue et de classe C' par morceaux sur R,
nous pouvons appliquer le théoréme de Dirichlet afin d’établir que la série ) ., c,(g) est
convergente de somme égale a

+oo “+o00

Z cn(g) = Z cn(g)emxo — (0) = 1.

n=—oo n=—oo
Nous déduisons de cette convergence que

2N+1

Z Ck(g) N—7—>i-oo I
k=—2N-1

Nous observons par ailleurs a ’aide du changement de variables x = v/27y que

(2N+1) \f

1 2N+1)7 o

ia? »:
o 7(2N+1)7re = \/%/ (2N+1)\/F e dy.
D’apres la question 1.c, nous obtenons donc
1 2N+1)7 2 +oo ;
py 7(2N+1)7’r62ﬂ clac]\[H—L)O\/%/oo e dy.
Nous pouvons raisonner de fagon similaire pour établir que
1 2(N+1)w ﬁ (N+1)vV2r 1 +oo i
2 _2(N+1)7r€ = \/ﬂ/ (N+1)V2r e dy NjFOO \/7277? /—oo @,

puis passer a la limite N — +o0o dans la formule de la question 2.d pour conclure que
1—i [T
V2T

En définitive, nous avons bien montré que

+0o0
/ eindy:\/Z(l-i-i).

1= e’ dy.




